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 摘要                        I 

 

摘要 

共形阵列在雷达、声呐、无线通信等领域有着广阔的应用前景，已成为阵列

信号处理领域的热点和难点之一。本论文针对共形阵列波达角（Direction of 

Arrival，DOA）估计问题进行讨论，以共形阵列误差校正为主要研究内容，在共

形阵列的导向矢量建模、幅相误差校正、互耦误差校正、快速 DOA 估计算法等

关键技术上进行了研究。主要工作包括： 

(1) 研究了共形阵列的接收数据模型，针对共形阵列中各天线单元方向图存在

差异的特点，建立了共形阵列导向矢量模型。 

(2) 针对传统幅相误差校正算法应用于共形阵列时难以实时完成的问题，将虚

拟内插变换方法应用于共形阵列的幅相误差校正中，提出了一种共形阵列快速幅

相误差校正方法，将误差校正时间缩短了两个数量级。 

(3) 针对共形阵列互耦模型复杂，难以实现互耦误差校正的问题，推导出了圆

台共形阵列的互耦矩阵模型，并在此基础上提出两种互耦误差校正方法。所提算

法具有较低的信噪比门限，可以实现圆台共形阵列存在互耦误差时的信源波达角

估计。 

(4) 研究了共形阵列的快速 DOA 估计算法，将虚拟内插变换方法引入到共形

阵列中，建立了半球共形阵列到虚拟矩形阵列和虚拟十字阵列两种变换关系，并

对两种方式在 DOA 估计、波束形成、运算复杂度等方面的性能进行了分析对比

和仿真验证。 

 

关键词：共形阵列  幅相误差校正  互耦误差校正   DOA 估计 
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Abstract 

Conformal arrays will have a wide range of applications in radar, sonar, wireless 

communication and so on. The research on conformal arrays has been one of the most 

interesting and challenging in the area of array signal processing. With respect to the 

problems of DOA (Direction of Arrival) estimation in conformal arrays, the method of 

error calibration is focused in the dissertation, and some key techniques in conformal 

arrays such as model of steering vector, fast DOA estimation method and calibration of 

phase-gain error and mutual coupling error are mainly addressed. The main topics of 

this dissertation are listed as follows: 

1. The signal model of conformal array is discussed. Considering the characteristic 

of each antenna has different element pattern, the steering vector model for 

conformal array is established. 

2. Focus on the heavy computation load of DOA estimation when applying the joint 

iteration method for gain-phase error calibration in conformal array, a method 

based on virtual interpolation is proposed, under which the online time of error 

calibration is shorten hundreds of times. 

3. To deal with the problem that the mutual coupling matrix (MCM) of conformal 

array is complex and the mutual coupling error is difficult to calibrate. We derive 

the MCM model of truncated cone conformal array by detailed analysis on its 

mutual coupling characteristics and establish two models of mutual coupling error 

calibration. The proposed methods have an advantage of low signal-to-noise ratio 

(SNR) threshold and can realize the DOA estimation for truncated cone conformal 

array in the presence of mutual coupling. 

4. Some fast DOA estimation methods are researched. Apply the array manifold 

interpolation transformation method into conformal array, and establish two 

different transformation relations that from a hemisphere conformal array to a 

rectangular array and a cross array respectively, then comparatively study the 

performance of this two kinds of virtual arrays on DOA estimation, adaptive beam 

forming and computational complexity. 

 

Key words: conformal array   phase-gain error calibration   mutual coupling 

error calibration   DOA estimation 
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第一章 绪论 

1.1 研究背景及意义 

近年来，随着现代战争环境的复杂化，对飞行器的气动性能以及散射面积也

有了更高的要求。为了满足现代战争的要求，与飞行器共形的相控阵列应运而生，

与常规均匀线阵相比，共形阵列[1-5] 具有优越的结构特点以及良好的测向性能，

如其基本不会对雷达载体在空气动力学方面的性能产生影响，且具有轻便、灵活、

安装简便等优点。另外，由于共形阵列的有效孔径较大，使其不需转动天线即可

覆盖 360°范围。共形阵列的优势使其广泛应用在现代雷达、无线通信等领域。 

信源波达角（Direction of Arrival，DOA）估计在阵列信号处理中属于一个重

要的研究方向。目前超分辨 DOA 估计方法通常可分为基于特征结构的子空间类

方法（如 MUSIC[6]方法和 ESPRIT[7]方法）、加权子空间拟合（Weighted Subspace 

Fitting，WSF）类算法[8]和基于 大似然（Maximum Likelihood，ML）原理[9, 10]

的算法。这些算法在 DOA 估计方面具有较高的分辨性能，但前提是阵列导向矢

量需要精确已知。实际应用中，阵列不可避免地存在着各种误差，如阵列位置误

差、阵列幅相误差以及阵列互耦误差等。误差的存在使得实际阵列流形偏离理想

阵列流形，从而导致阵列高分辨 DOA 估计方法的性能恶化。所以，研究阵列误

差校正及 DOA 估计方法具有重要的理论意义和实用价值。 

共形相控阵雷达已成为雷达领域的热点研究方向。共形阵列天线附着于载体

表面的特点，使得其易受空气动力的影响而发生实时形变，同时共形阵列特殊的

结构特性使得阵列的幅相误差和互耦误差模型较为复杂，导致共形阵列无法应用

传统的误差校正方法来校正误差。另外，由于共形阵列通常阵元数较多，且阵列

呈 3 维分布，传统 DOA 估计方法如谱峰搜索或多维参数寻优等，应用于共形阵

列时通常运算量极大，不易于实时实现。因此研究共形阵列下的误差校正及快速

DOA 估计方法是共形阵列信号处理的关键。 

1.2 共形阵列误差校正及 DOA 估计方法研究历史与现状 

伴随着阵列信号处理理论的发展，共形阵列以其优越的性能而得到世界各国

的广泛关注。下面从已有的典型共形阵列系统、共形阵列误差校正方法和共形阵

列波达角估计方法三个方面描述共形阵列的研究历史与现状。 

1、典型系统 

共形阵列天线可安装于导弹、舰艇、卫星等载体表面，且相比传统线阵或面
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阵而言共形阵列具有独特的优势。这使得共形阵列的研究得到了世界各国的高度

重视，在过去的二三十年间，共形阵列产品相继出现[11]。 

以色列艾尔塔（ELLA）公司于 20 世界 90 年代成功研制 L 波段准共形固态

预警机系统“费尔康”（PHALCON，Phased Array L-band Conformal Radar）。该系

统轻便、造价低、可靠性高，具有跟踪和监视地/海面运动目标的能力。“费尔康”

预警机采用全新的“环”式设计，甩掉了机身的雷达天线罩，并将 6 面全固态相控

阵雷达安装在机身两旁以及机尾和机鼻上。以色列已将“费尔康”系统安装在波音

707 和海湾 550 飞机上，并相继投入使用。 

 

图 1.1 以色列“费尔康”预警机 

美国海军曾雇佣格鲁曼公司来开发机翼共形阵列，其研究成果可用在将来的

反电子对抗中。其天线单元选用“八木”型，测试显示，该共形阵列可实现半圆空

域内的干扰搜索与对消。此外，系统通过将有源相控阵安装于机翼前缘，以此完

成对雷达系统的实验调试，同时用自适应处理手段来抵御机身变形和机翼抖动产

生的影响。另外，1997 年 5 月，格鲁曼公司在美国航空航天局的 F/A-18 飞机上 

 

图 1.2 格鲁曼公司在 F/A-18 飞机上安装灵巧蒙皮天线 

试飞了 VHF“Endcap”型灵巧蒙皮天线。新型天线采用具有高传导特性的热固性核

心复合材料，从而使得其表面电流大大增强，且具有低损耗的特点。通过将天线

安装在顶部鳍状结构的 F/A-18 右垂直尾翼上，并进行模拟试验。飞行试验表明，
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天线材料足以抵御飞机的双尾抖振载荷，相比于 F/A-18 标准天线，其通信能力为

原来的 5 倍。 

美国国防高级研究计划局（DARPA）于2005年推出了ISIS（Integrated Sensor is 

Structure）[12]项目，旨在设计一种传感器飞艇，且其上装备有双波段有源相控阵雷

达。其中，雷声公司负责研制一个由近600万个阵元组成的形如橄榄球场的阵列。

该有源电扫阵列具有大孔径、双波段的特点，其中X波段天线间距网格为0.5英尺，

UHF天线对应参数为几英尺。通过将该阵列共形于飞艇上，同时从约7万英尺的高

空发射UHF信号及X波段信号，可以实现无线通信、远程监视以及对高精度微小目

标的探测，且作用距离可达400英里。 

 

图 1.3 美国雷声公司研制的军用飞艇 

德国应用技术研究所（FGAN）研制成功了 ERAKO[13] （Electronic Radar with 

Conformal Array Antenna）天线。该天线呈 U 型柱面分布，天线孔径划分为 30 个

线性阵列，每个阵列由 4 层水平极化微带天线阵元组成，中心频率为 9.4GHz。

ERAKO 主要用途为目标检测、跟踪、识别以及 SAR 成像。 

 

图 1.4 德国 FGAN 公司的 ERAKO 阵列 

英国的马诺尔研究公司(Roke Manor Research)将多面体共形阵列应用于飞机

与卫星的通讯系统中[14]，从而实现了超高频（SHF）波段下飞机和卫星之间的通

讯。该多面体共形阵列由 40 个三角面组成，每一个三角面分布 6 个自适应交叉偶
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极子单元。系统采用右旋圆极化天线接收，用左旋圆极化天线接收。水平可覆盖

360°的范围，俯仰角覆盖的范围从 0°到 62.3°，增益超过 20dB。 

 

图 1.5 英国马诺尔研究公司的多面体共形阵列 

21世纪初，俄罗斯将共形声呐阵列应用于“拉达”级潜艇667上，这是共形阵列

在潜艇上的首次应用。该系统前端表面大部分由声呐阵覆盖，可以实现警戒监测、

定位跟踪、全方位探测和攻击，且可对4个或更多目标进行跟踪。应用共形阵列后，

使得系统主动探测敌方舰艇的距离大于60公里，而相应的被动探测距离约为20公

里，同时具有高达100公里的低频检测范围。使该潜艇有快速发现对方目标的能力，

并且使己方有充足的时间来采取对策。 

 

图 1.6 俄罗斯“拉达”级潜艇的共形声呐阵列 

我国有关共形阵列的研究起步于上世纪 80 年代，90 年代起，逐步实现了共

形样机的生产研制。进入 21 世纪后，我国在共形阵天线方面进行了大量研究。2012

年的珠海航展上，CS/RB1 雷达第一次公开展示。该圆柱形相控阵雷达工作于 L

波段，由中国兵器装备集团公司生产，可实现 360°探测，作为拦截和反击火力武

器系统的警戒与跟踪雷达，可用于校正己方迫击炮的射击。且由于其独有的特点，

CS/RB1 雷达在要地防空与探测、火力作战、炮弹阵地定位等方面非常适合。

CS/RB1 雷达的出现，意味着我国共形相控阵技术的研究步伐已经走出实验室，
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继而向更广阔的的国际市场迈进。 

 

图 1.7 中国 CS/RB1 轻型警戒雷达 

另外，在90年代中期，日本开发出具有半球共形状[15] 的微带天线阵；E Vourch

等人对利用圆锥面共形阵列实现低轨道卫星的数据传输进行了研究[16]；Wang 等

人设计了一种头盔型共形阵列[17]，可以将人员移动以及多径效应带来的干扰进行

有效抑制。 

2、共形阵列误差校正方法 

为了将实际阵列系统的优良性能充分发挥，误差校正通常是不可或缺的。针

对传统的等距线阵、等距圆阵、等距面阵，阵列误差校正算法已经逐渐成熟，正

在应用到实际工程方面。然而，由于共形阵列处理技术仍处于发展之中，已公开

的共形阵列误差校正方面的文献则相对较少。 

第一类误差校正方法利用子空间之间的正交原理来构造代价函数。Weiss A J

和 Friedlander B 通过在信源方位与阵列误差参数之间联合迭代，实现了阵列幅相

误差[18]、位置误差[19]和互耦误差[20]的校正（WF 算法）。Soon V C 等对 WF 算法

中误差参数与 DOA 估计之间的唯一性关系进行了分析[21]。文献[22]将阵列互耦误

差矩阵与幅相误差矩阵的乘积综合为一个误差矩阵，在校正源精确已知的基础上

利用子空间原理校正阵列互耦误差和幅相误差。文献[23]提出一种混合算法，将

等距圆阵的降秩算法和 Root-MUSIC[24]算法相结合，由此实现存在互耦误差时的

等距圆阵 2 维波达角估计。Zhongfu Y 基于信号子空间的广义特征向量性质提出

一种等距线阵下的互耦误差校正方法[25]，该方法不需要迭代运算和谱峰搜索过

程，无需校正源即可实现等距线阵的互耦校正。Aifei L 和 Shenghong C 分别提出

基于数据点乘[26]和数据协方差矩阵点乘[27]的幅相误差校正算法，两种算法通过点

乘运算来构造新协方差矩阵，利用谱峰搜索实现阵列存在幅相误差时的 DOA 估

计，且估计性能不依赖于幅相误差的大小，但算法运算量大，不易实现。文献[28-30]

充分利用阵列互耦矩阵的数学特性，实现了对 DOA 和阵列互耦参数的解耦合。 

第二类误差校正方法利用 大似然的基本原理构造代价函数。文献[31]通过
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对阵列位置误差模型进行近似，利用 大似然原理实现了存在微小位置扰动时的

阵列误差校正。文献[32, 33]基于 大似然原理结合牛顿迭代算法实现了阵列位置

误差、幅相误差和互耦误差的有源校正。See C M S [34]基于 大似然原理的框架

提出一种参数化阵列误差校正方法，可以准确地实现导向矢量扰动较大时的误差

参数估计。文献[35]基于 大似然原理，并综合利用校正源的空域和时域波形信

息， 终实现了阵列互耦误差和幅相误差的校正。 

第三类误差校正方法利用信号子空间拟合原理和噪声子空间拟合原理来构造

代价函数。文献[36]利用高斯-牛顿迭代算法实现了存在幅相误差和位置误差时的

任意结构阵列下的 DOA 估计。文献[37]在校正源方位精确已知的情况下，利用加

权子空间拟合原理和牛顿迭代方法对阵列位置误差进行校正。 

 上述三类阵列误差校正方法均假设阵列误差为常量，但在实际中，误差参数

可以是服从某种分布的随机变量[38]。文献[39]在假设阵列流形误差满足高斯分布

的前提下，基于 大后验概率（Maximum A Posteriori，MAP）准则和加权子空间

拟合原理，通过构造不同的代价函数，提出一系列稳健的误差校正与信源波达角

估计方法，包括 MAP 方法、MAP-WSF 方法、MAPprox 方法、MAP-NSF[40]方法

和 GWSF 方法等。 

近年来，一些学者开始考虑在阵列误差校正中应用智能优化算法。如文献[41]

和文献[42]分别利用遗传算法（Genetic Algorithm，GA）和粒子群优化（Particle 

Swarm Optimization，PSO）算法对阵元真实位置进行优化逼近来实现阵列位置误

差校正。文献[43]和文献[44]分别将遗传算法应用于阵列互耦误差和阵列幅相误差

校正中。 

另外，还有一些阵列误差校正算法，如文献[45, 46]将阵列实际导向矢量建模

为幅度矩阵与相位矩阵的乘积，在假设幅度矩阵固定的前提下，利用数据的二阶

统计特性实现了导向矢量的盲校正；文献 [47]提出一种 TAM（Toeplitz 

Approximation Method）方法，利用矩形阵列协方差矩阵的 Toeplitz 特性实现存在

位置误差时的 2 维 DOA 估计；文献[48]利用高阶统计量实现了阵列存在幅相误差

时的 DOA 估计，且该方法可以应用于信号呈非高斯分布的情况；文献[49]基于

Khatri-Rao 积建立代价函数，通过交替 小化过程实现了等距线阵下互耦参数的

估计；文献[50-52]利用辅助阵元法来对阵列误差参数进行求解；文献[53]将辅助

阵元法应用于累量域，从而实现了 DOA 与阵列位置误差参数的联合估计；文献[54]

通过拟合信源导向矢量的绝对相位值，来实现对阵元位置误差的校正；文献[55]

通过分析振动状态下的共形阵列数学模型，利用对时变导向矢量进行修正的方式，

实现了振动状态下的共形阵列时变位置误差校正。 

3、共形阵列波达角估计方法 

在共形阵列的 DOA 估计方面，研究者们做了大量工作，并取得多项成果。 
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Friedlander B 利用虚拟内插变换实现了对任意阵的 DOA 估计[56, 57]。在此基

础上，虚拟内插变换方法作为预处理技术应用到任意阵列解相干处理[58]以及典型

非等距线阵的 DOA 估计[59]中。 

Fabio B 等提出流形分离技术（Manifold Separation Technique，MST）[60, 61]，

该技术将任意阵列的导向矢量表示成采样矩阵与具有 Vander monde 结构的基矢

量的乘积，利用基矢量的特殊结构来实现任意阵列的快速 DOA 估计。在此基础

上，文献[62]利用傅里叶基和调和函数基两种方式实现了阵列流形的 2 维分离。

文献[63]利用 2 维流形分离实现了 3 维阵列的 DOA 估计，但计算量较大。Costa M

利用导向矢量的 2 维傅里叶基分解性质，并结合 Root-MUSIC 与子空间拟合方法，

实现了任意阵列下的 DOA 与极化特性联合估计[64]。 

文献[65]提出一种傅里叶域的 Root-MUSIC 算法，作为传统 Root-MUSIC 方

法的扩展形式，该算法可以应用于任意阵列结构中，但由于需要进行线性搜索，

运算量较大。文献[66]在此基础上提出一种快速 Root-MUSIC 算法，将求根多项

式看做洛朗级数展开形式，使得运算过程得到简化。 

另外，国内外学者针对特殊结构的共形阵列提出了一些 DOA 估计算法。

Griffiths H D[67]利用模式空间算法实现了均匀圆阵的空间谱估计，Zoltoski M D 在

此基础上研究了利用模式空间变换的 ESPRIT 算法[68, 69]，并将 Root-MUSIC 算法

应用于模式空间变换中[70, 71]。齐子森等人着重研究了锥面共形阵列[72, 73]，通过在

子阵上分别利用 ESPRIT 算法，并对不同轴向的 DOA 估计进行解耦合，来获得

终的 DOA 估计，所提方法在入射电磁波的极化信息未知时同样适用。 

此外，学者们在共形阵列的空时自适应处理（Space-Time Adaptive Processing, 

STAP）[74,75]和方向图综合方面也取得了一些研究成果。如 Zatman 针对圆阵机载

雷达的 STAP 技术应用进行了详细论述[76]；Hersey 对共形阵列机载雷达的杂波建

模问题进行了深入研究，并提出一系列杂波非均匀补偿算法[77, 78]；Rices 指出共

形阵列杂波特性的分析应考虑从多维空间频率进行[79-81]；段克清在此基础上，通

过在三维空间频域和多普勒域进行联合相位补偿[82]，有效地解决了共形机载雷达

的非平稳杂波抑制问题。在共形阵列方向图综合方面，F Zhao 利用预处理交替投

影方法实现了共形阵列的低旁瓣、快收敛方向图综合[83]；K Yang 通过对共形阵列

阵元位置进行优化来实现低旁瓣方向图综合[84]；Yanying B 将粒子群优化算法应

用到了共形阵列方向图的综合中[85]；Mianquan L[86]将极化和空域方向图综合建模

为凸优化问题，通过数值分析方法实现了任意阵列下具有极化控制能力的方向图

综合。 
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1.3 本文内容安排 

本文在共形阵列误差校正和快速 DOA 估计方法方面进行了研究。在误差校

正方面，提出了一种借助虚拟阵列来快速实现共形阵列幅相误差校正的新方法。

另外针对圆台共形阵列，推导出了其互耦矩阵模型，并提出了两种基于圆台共形

阵列的互耦误差自校正方法。在 DOA 估计方面，将虚拟内插变换方法应用到共

形阵列上，并对半球共形阵列的两种内插方式进行了性能对比分析。 

论文的具体内容安排如下： 

(1) 第一章是绪论，在对共形阵列的优势以及应用前景方面进行介绍的同时，

对共形阵列误差校正及 DOA 估计方法的研究历史及现状进行综述。 

(2) 第二章指出共形阵列相对于传统阵列的不同，在介绍共形阵列接收信号模

型的基础上，利用坐标旋转实现了共形阵列导向矢量建模。 

(3) 第三章介绍阵列误差模型，包括阵列位置误差、阵列幅相误差和阵列互耦

误差，对已有的阵列误差校正算法进行阐述。 

(4) 第四章将虚拟内插变换方法应用到共形阵列误差校正中，提出共形阵列幅

相误差校正快速算法。 

(5) 第五章针对圆台共形阵列，在互耦矩阵呈复共轭对称分布的前提下推导出

其互耦矩阵模型，并利用两种模式对互耦矩阵进行分解，提出两种基于圆台共形

阵列的互耦误差自校正模型。 

(6) 第六章介绍共形阵列的快速 DOA 估计算法，将虚拟内插变换方法引入到

共形阵列中。分别建立了从半球共形阵列到虚拟矩形阵列和虚拟十字阵列的两种

变换关系，对比研究了虚拟矩形阵列和虚拟十字阵列在 DOA 估计、自适应波束

形成和运算复杂度等方面的性能。 

(7) 第七章对全文工作进行了总结和展望。 
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第二章 共形阵列信号模型 

2.1 引言 

与常规均匀线阵相比，共形阵列可减小空气阻力，同时增大有效发射孔径，

可提供较窄的波束和宽角度扫描。共形阵列的优势使其在雷达、移动通信、无线

电测向等方面有着广泛的应用前景。 

本章分析了共形阵列的接收数据模型，在此基础上利用坐标旋转实现了共形

阵列导向矢量的建模。本章为后续研究共形阵列误差校正及 DOA 估计方法提供

理论基础。 

2.2 共形阵列接收数据模型 

2.2.1 共形阵列导向矢量模型 

对于包含 N 个阵元的任意几何结构阵列，建立正交直角坐标系O XYZ ，如

图 2.1 所示。假设在阵列远场  ,m m   1, 2, ,m M  处有M 个窄带点源以平面波

入射（波长为），其中 m 为空间信源的方位角， m 为空间信源的俯仰角。阵列

接收快拍数据可由式(2-1)表示为： 

 
1

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
M

m m m
m

t s t t t t   


   x a n A s n  (2-1) 

式中， ( )tx 为 ×1N 快拍数据矢量， ( )ts 为 ×1M 信号复幅度矢量， ( )ms t 为 ( )ts 的第m

个元素， ( )tn 为 ×1N 阵列噪声矢量。 

Y

X

Z

θ

φ

v

 

图 2.1 任意几何结构阵列模型 

阵列导向矢量矩阵 ( , ) A 可表示为如式(2-2)： 

 1 1 2 2[ ( , ), ( , ), , ( , )]M M      A a a a                (2-2) 
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其中， ( , )i i a 为第 i个信源的导向矢量，考虑到共形阵列载体曲率和单元方向图

指向的差异，以及遮挡效应的影响， ( , )i i a 可由式(2-3)表示为： 

TT T
1 1( , ) ( , ) exp( j ), , ( , ) exp( j )i i i i i N i i N ig k g k        a r v r v      (2-3) 

其中， 2 /k   为波数，其大小表示单位波长的周期数，  T, ,n n n nx y zr 为第 n个

阵元的坐标矢量 ( 1,2, , )n N  ，  Tsin cos ,sin sin ,cosi i i i i i    v 为第 i 个信源

的空间方向矢量，  T 为转置操作。  ( , ) 1, 2, ,j i ig j N    为第 j 个阵元在阵列

全局坐标系 ( , )i i  处的单元方向图[87]。 

在传统阵列的导向矢量建模中，通常认为各阵元的单位方向图保持一致，因

此通常将式(2-3)中的 ( , )j i ig   归一化为 1，通常称之为“全向阵列”。但在共形阵

列中，由于受到载体曲率以及遮挡效应的影响，各阵元的单元方向图指向存在差

异，因此需要对每个阵元的单元方向图进行准确的数学建模。 

2.2.2 共形阵列导向矢量建模方法 

增益 ( , )j i ig   与传输波的极化状态以及接收天线阵元的极化特性（即极化方

向图）有关，而极化方向图通常以阵元本地局部坐标系为参考。若设第 j 个阵元

的局部极化方向图为  ,j i i  g ，则  ,j i i  g 可表示为： 

      , = , + ,j i i i i i if f          
     g e e                (2-4) 

式中  ,i i   为第 i个信源在局部坐标系下的方位角和俯仰角，  ,i if  
  ，  ,i if  

 

分别代表极化方向图在 e ， e 方向的分量， e 和 e 为局部坐标系下的极化坐标轴，

分别对应方位角方向的单位矢量和俯仰角方向的单位矢量，如图 2.2 所示。 

 

图 2.2 极化坐标轴示意图 

增益 ( , )jg   可表示为[88]： 

 ( , )= ( , ) ( , )j i i j i i i ig      g q                (2-5) 

其中 ( , )j i i g 为第 j 个阵元在全局坐标系下的极化方向图， ( , )i i q 为传输波在全
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局坐标系下的电场矢量。两者分别表示为： 

 ( , )= ( , ) + ( , )j i i i i i iF F        g e e                (2-6) 

 ( , )= ( , ) + ( , )i i i i i iq q        q e e                (2-7) 

由此可以看出，考虑全局坐标系下方位为  ,  的信号，若其极化状态确定，

则 ( , ) q 可直接确定，为了求增益 ( , )jg   ，需要将局部极化方向图  ,j   g 转换

为全局极化方向图 ( , )j  g ，从而实现阵列流形的建模。 

文献[89]利用三次欧拉旋转来实现局部极化方向图向全局极化方向图的旋

转，步骤如下： 
步骤 1：   , , ,X Y Z   ，将来波方向的全局极坐标转换为全局坐标系下的

直角坐标； 
步骤 2：    , , ,y,zX Y Z x ，依次对第  1, 2, ,j j N  个阵元建立局部直角

坐标系 -xyzjO ，由其与全局坐标系的相对关系，求出全局坐标系向局部坐标系旋

转时分别绕 X Y Z、 、 轴旋转的俯仰角、航向角和横滚角，由欧拉角来构造三个欧

拉矩阵，进而利用欧拉旋转矩阵 eulerR 完成由全局直角坐标系向局部直角坐标系的

坐标转换； 

步骤 3：   ,y,z ,x     ，利用局部直角坐标系与局部极坐标系的关系完成由

局部直角坐标向局部极坐标的转换； 

步骤 4：     , , , ,f f         
     ，由局部极坐标值计算出极化方向图的 e

分量和 e 分量； 

步骤 5：依次将第  1, 2, ,j j N  个阵元的局部极化基向量 e 和 e 用其局部

直角坐标基向量
jxe ，

jye ，
jze 表示： 

 
= -sin +cos

= cos cos +cos sin -sin
j j

j j j

x y

x y z





 

    









 

   

e e e

e e e e
              (2-8) 

步骤 6：依次求出第  1, 2, ,j j N  个阵元的极化方向图在各自局部直角坐

标系下的分量  ,
jxf    ，  ,

jyf    ，  ,
jzf    ，进而得到第 j 个阵元的极化方向

图在局部直角坐标系下的坐标表示： 

        , = , + , + ,
j j j j j jj x x y y z zf f f              g e e e               (2-9) 

步骤 7：利用 -1
eulerR 求出  ,

jxf    ，  ,
jyf    ，  ,

jzf    在全局直角坐标系下

对应的分量  ,
jxF   ，  ,

jyF   ，  ,
jzF   ； 

步骤 8：根据步骤 5 中两种直角坐标基向量与极坐标基向量之间的关系求出

向量      
T

, , , , ,
j j jx y zF F F      

  在全局极坐标基向量 e 下的分量  ,jF   和
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在 e 下的分量  ,jF   。  

综上可以看出，经过步骤 1-8，即可将局部极化方向图转换为全局坐标下的

极化方向图，进而可以完成共形阵列导向矢量的建模。 

2.3 小结 

本章首先研究了共形阵列的接收数据模型，针对共形阵列的特点，指出共形

阵列与传统阵列在导向矢量建模方面存在差异，并对导向矢量差异的机理进行了

说明。在此基础上，本章利用坐标旋转实现了共形阵列导向矢量的建模，为后续

的共形阵列误差校正及 DOA 估计提供了理论基础。 
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第三章 阵列误差模型及校正算法 

3.1 引言 

在实际工程应用中，阵列不可避免地存在着各种误差，误差的存在使得实际

阵列流形与理想阵列流形存在偏差，从而导致阵列高分辨技术的性能显著下降。

因此误差校正在阵列信号处理领域具有重要的理论意义和应用价值。 

本章首先对三种常见的误差模型（位置误差、幅相误差、互耦误差）进行建

模分析，在此基础上介绍了不同误差下的阵列误差校正方法。本章为后续共形阵

列的误差校正方法提供理论基础。 

3.2 阵列误差模型 

本章主要针对三种误差模型进行建模分析，包括位置误差、幅相误差和互耦

误差。 

3.2.1 位置误差 

理想情况下，我们假设阵列中各阵元的相对位置精确已知，由此可以得到理

想的阵列模型。但是实际中阵列会受到各种内外条件的影响，如工作温湿度、飞

行器载体的抖动、阵列的形变等， 终导致实际的阵元位置偏离于理想的阵元位

置，这种阵元位置上的偏离称之为阵列位置误差。 

设 N 元阵列，理想情况下第 n ( 1,2, , )n N  个阵元的空间位置坐标为

 T= , ,n n n nx y zr ，实际坐标为  T= , ,n n n nx y z   r ，满足 n n n  r r r ，其中 nr 为第 n 个

阵元的位置坐标误差，表示为  T= , ,n n n nx y z   r 。 

位置误差建模中通常以第 1 个阵元为参考建立坐标系，此时 1 r 0。对于

 ,  方向的信号，由 nr 而导致的信号到达第 n个阵元的时延差可表示为： 

 T1
n nc
  r v  (3-1) 

其中， c为信号的传播速度，  Tsin cos ,sin sin ,cos    v 。由此得到  ,  方

向引入的导向矢量误差为： 

  T2( , ) 1,exp( j2 ), , exp( j2 )Nf f        a  (3-2) 

其中，f 为载频，同时可以看出，位置误差具有方位依赖性。实际导向矢量  ,r  a
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可以表示为： 

    , ( , ) ,r        a a a  (3-3) 

其中表示 Hadamard 积操作。 

此时，输出模型式(2-1)可修正为式(3-4)： 

  ( ) ' ( ) ( )t t t x A s n  (3-4) 

其中， 1 1 2 2' [ ( , ), ( , ), , ( , )]M M        a a a 。 

3.2.2 幅相误差 

对于阵列系统，收发通道中包含多个有源器件，各器件特性由于受到工作环

境、生产条件、使用时间等内外因素的影响， 终使得阵列各阵元之间的幅相特

性存在差异。此类误差称为幅相误差，通常认为其具有方位无关性。对于  ,  方

位的信源，当考虑阵列幅相误差时，其实际阵列的导向矢量  ,r  a 表示为： 

    , ,r    a Γa  (3-5) 

其中 Γ 为幅相误差对角矩阵，表示为： 

       T

1 1 2 2diag exp j , exp j , , exp jN N        Γ  (3-6) 

其中 n 为第 n个阵元的幅度误差， n 为第 n个阵元的相位误差，幅相误差建模中

通常以第 1 个阵元为参考（ 1 11, 0   ），即假设第 1 个阵元不存在误差。 

存在幅相误差时，阵列输出模型式(2-1)可修正为式(3-7)： 

 ( ) ( , ) ( ) ( )t t t  x ΓA s n  (3-7) 

3.2.3 互耦误差 

理想的阵列模型中，通常假设阵列中各阵元工作独立，不会相互干扰。实际

中，特别当各阵元间距较小时，阵元不可避免地受到其它阵元辐射的影响，同时

阵列接收的辐射场会改变天线阵元原有的电流分布，这种阵元间的互耦效应在工

程应用中已被证实是真实存在的。对于  ,  方位的信源，当考虑互耦误差时，

实际阵列导向矢量  ,r  a 可表示为： 

    , ,r    a Za  (3-8) 

其中 Z为互耦矩阵，通常为一复矩阵。当考虑某些特殊结构阵列，其互耦矩阵通

常可由特定结构矩阵来近似。同幅相误差矩阵一样，互耦矩阵通常认为不具有方
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位依赖性。 

存在互耦误差时，阵列输出模型式(2-1)可修正为式(3-9)： 

 ( ) ( ) ( )t t t x ZAs n  (3-9) 

3.3 阵列误差影响及校正 

上节对三种阵列误差模型进行了建模分析，本节将在阵列误差模型的基础上，

分析阵列误差对阵列信号处理的影响，并介绍各种阵列误差下的经典校正方法。 

3.3.1 阵列误差影响 

以 MUSIC[6]算法为代表的子空间类 DOA 估计方法能够实现超分辨信号参数

估计，在实际工程中广泛应用。但该类算法要求阵列导向矢量精确已知，当阵列

存在各种误差时，子空间类测向算法的性能显著下降。由上一节可知，阵列位置

误差、互耦误差均可等价为方位依赖的幅相误差，因此，下面从阵列幅度误差和

阵列相位误差两方面来分析误差对 MUSIC 算法的影响。 

（1）幅度误差对 MUSIC 算法的影响 

当阵列中各阵元只存在幅度误差时，阵列实际导向矢量可表示为： 

    , ,r    a Ga  (3-10) 

其中G为幅度误差矩阵，满足： 

   T

1 2diag , , , N   G  (3-11) 

一般取 1 1  。考虑单信源情况，来波方位设为  0 0,  ，阵列协方差矩阵可表示

为： 

 H 2
r i R = GRG I  (3-12) 

对 rR 进行特征值分解，得到 大的特征值 max 及其对应的特征向量 maxe 。由子空

间原理， maxe 可表示为： 

 
 0 0,

max

F

 

Ga

e
G

 (3-13) 

设阵列实际噪声子空间为 nrU ，利用理想导向矢量进行谱峰搜索，得到的空

间谱曲线  ,MUSICP   可表示为： 

万方数据



16                      共形阵列误差校正及 DOA 估计方法研究 

 

 

 
 

       

   

2H

H H H

2

1

22 H

1

1
,

,

1

, , , ,

, ,

MUSIC

nr

max max

N

i
n

N

i
n

P
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a U

a a a e e a

a Ga

 (3-14) 

由上式可以看出，当    0 0, ,    时，  0 0,MUSICP   取得 大值，但此时峰

值不会趋于无穷大。因此阵列幅度误差的存在只影响谱峰的幅度，而不会使谱峰

位置发生偏移，即不影响 DOA 估计的精度，且该结论在多源情况下依然适用。 

（2）相位误差对 MUSIC 算法的影响 

当阵列中各阵元只存在相位误差时，阵列实际导向矢量可表示为： 

    , ,r    a a  (3-15) 

其中 为相位误差矩阵，满足： 

       T

1 2diag exp j ,exp j , , exp j N       (3-16) 

通常取 1 0  。阵列实际协方差矩阵可表示为： 

 H 2
r i R = R I   (3-17) 

利用理想导向矢量进行谱峰搜索，得到空间谱曲线  ,MUSICP   可表示为： 

 

 
 

       

   

2H

H H H

2H

1
,

,

1

, , , ,

1

, ,

MUSIC

nr

max max

P

N

 
 

       

   









a U

a a a e e a

a a

 (3-18) 

由上式可以看出，当    0 0, ,    时，  
 

0 0 2

1

1
,

exp j
MUSIC

N

i
i

P

N

 






 
。

可见，由于存在相位失配，  0 0,MUSICP   不一定取得 大值，因此相位误差的存

在会使得谱峰位置发生偏移，导致 DOA 估计存在偏差。 
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3.3.2 位置误差校正 

有源校正方法 

3 维阵列存在位置误差时，可以通过设置 3 个或 3 个以上方位已知的校正源

来对阵元位置进行校正。 
假设  3M M  个校正源的方位分别为      1 1 2 2, , , , , ,M M      ，分别将

第m 个校正源分时作用于阵列，得到第m 个校正源的阵列协方差矩阵： 

    2 H 2, ,m s r m m r m m      R a a I  (3-19) 

对 mR 进行特征分解，由子空间理论可得： 

  ,r m m m mk  a e  (3-20) 

其中， me 为 mR 大特征值对应的特征向量， mk 为未知复常数，满足  1 1m mk e 。

将M 个校正信源得到的方程联立，得到： 

 

TT T
1 1
T T
2 2

T T
M M

k

   
       
   
   

      

v

v

v

 

r

r

r

  (3-21) 

其中       T

1 1 1 1arg , , . / , , , ,M M M Mk k       e e a a 。由此得到位置误差的

小二乘估计为： 

      

1
T
1
T
2

1 2 1 2 1 2

T

1
ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , ,N M M

M

k


  
  
              

  


v

v
r r r v v v v v v

v

  (3-22) 

有源校正算法利用 小二乘法来估计位置误差参数，在校正源方位精确已知

的情况下能实现对误差参数的 佳逼近，从而使得校正性能较优。但在实际应用

中，校正源方位难免存在偏差，有源校正算法性能会变差，所以不利于工程应用。 

3.3.3 幅相误差校正 

联合迭代自校正算法 

Weiss A J 和 Friedlander B 两位学者基于实际导向矢量与实际噪声子空间相互

正交的原理提出了经典的联合迭代自校正算法[18]（WF 算法），该算法利用式(3-23)

建立代价函数，结合幅相误差矩阵的对角特性来对公式进行等价变形， 终利用
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循环迭代来实现阵列幅相误差的优化估计。 

     
   H H H

, ,
1

ˆˆ ˆ, arg min , ,
M

m m nr nr m m
m

 
     



 a U U a


    (3-23) 

利 用 矩 阵 等 式        , diag , vec ,         a a D δ  ， 同 时 令

     H H

1

, , ,
M

m m nr nr m m
m

     


Q D U U D ，则式(3-23)可以变形为式(3-24)： 

     
 H

, ,

ˆˆ ˆ, arg min ,
 

    δ Q δ


   (3-24) 

由此得到 WF 算法具体流程如下。 

步骤 1：初始化 0l  ，令 0
ˆ l   ，其中 0 为阵列幅相误差矩阵初始值或由

经验得到的先验值； 

步骤 2：利用 ˆ l 对理想导向矢量进行修正，同时计算空间谱  ,MUSICP   ： 

  
 

2
H

1
,

ˆ ,
MUSIC

l
nr

P  
 


U a

 (3-25) 

通过搜索空间谱得到第 l次迭代的M 个信源方位估计值   , 1, 2, ,l l
m m m M    ； 

步骤 3：令  T1,0, ,0 w ，由信源方向的估计值  ,l l
m m  得到阵列误差参数

的估计值： 

 
 
   

1

1 1 1

T 1

ˆ ˆ,
ˆ ˆˆ, diag

ˆ ˆ,

l l

l l l

l l

 

 



  


 
Q w

δ δ
w Q w

  (3-26) 

步骤 4：判断是否收敛，若收敛则停止，否则 1l l  ，并跳转至步骤 2，继

续迭代，收敛条件为：    1l lJ J    ，其中       H
1 1 1ˆ ˆ ˆˆ,l l l l lJ     δ Q δ 。 

由于 WF 算法通过在 DOA 与误差参数之间进行迭代来实现两者的联合估计，

所以使得该算法的幅相误差校正性能依赖于 DOA 的精度。当阵列的幅相误差较

小时，DOA 估计的初始精度较高，从而与之对应的幅相误差校正性能也较为准确；

而当幅相误差较大时，DOA 估计的初始估计精度较差，使得该算法可能收敛于某

局部点而无法获得全局的 优解， 终使得 DOA 与误差参数的估计均偏离真实

值较大。这正是自校正 WF 算法的缺点。 

3.3.4 互耦误差校正 

CMS 互耦误差校正 

当阵列存在互耦时，阵列实际导向矢量可表示为： 

    , ,r    a Za  (3-27) 
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由子空间基本原理可知：当信源数为 1 时，实际导向矢量  ,r  a 满足

 ,r maxc  a e ，其中 maxe 为阵列协方差矩阵的 大特征值对应的特征向量， c为

未知复常数。 

设有M 个校正源分时作用于阵列，则有下面表达式成立[22]： 

 
2

,
, arg min 

Z
Z ZA E


   (3-28) 

其中      1 1 2 2, , , , , ,M M        A a a a ，  diag c ，  T1 2, , , Mc c c c ， mc

为第m 个校正源对应的复常数。E为特征向量矩阵，可表示为： 

      1 1 2 2, , , , , ,max max max M M        E e e e  (3-29) 

由此可得互耦矩阵的估计： 

   1H Hˆ 
Z E A AA  (3-30) 

设   1H H 
P A AA A，   1H H   P I A AA A，将 Ẑ代入

2ZA E 中，结合

矩阵性质  Ttr
F
B B B ，得到对角矩阵的估计： 

 

 
 

   

    
    

    

1H H

H H H

H HH H H H

H H H H

H H H H

H

ˆ arg min

arg min

arg min tr

arg min tr tr

arg min tr tr

arg min tr +tr

arg min tr

F

F


 

 

    

         

         

        



E A AA A E

E P I

P I E E P I

P I E E P P I E E

P I E E P P I E E

E E P I P E E I P

E















  



 

   

   

   



    
H

TH Harg min





  

    


c

E P

c E E P c



 (3-31) 

由上可知，对矩阵    TH  
  

E E P 进行特征值分解，取其 小的特征值对

应的特征向量 minc ，即可得到对角矩阵的估计： 

  ˆ diag min c  (3-32) 

进而由式(3-30)得到 终的互耦矩阵估计值。 

设 N 元阵列，所需校正源的个数为M ，由此可得MN 个数据。待估计的变量

数为 2N M ，要实现互耦校正，M N、 之间应满足： 2N M MN  即
2

1

N
M

N



。 

CMS 互耦误差校正算法要求校正源方位精确已知，且所需校正源较多。另外，

即使校正源数目足够多，校正源方位选取不恰当也会使得算法的性能恶化。 
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3.4 小结 

本章对三种常见的误差模型（位置误差、幅相误差、互耦误差）进行了建模

分析，并介绍了不同误差下的阵列误差校正方法。本章可为后续共形阵列的误差

校正方法提供理论基础。
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第四章 共形阵列幅相误差校正 

4.1 引言 

阵列幅相误差在实际工程应用中普遍存在，以子空间原理为基础的 WF 算法

可以实时完成幅相误差参数与 DOA 的联合估计。但由于该算法需要对信源方位

进行估计，当采用共形阵列时，快速 DOA 估计算法无法直接应用，而 2 维谱峰

搜索运算量大，难以快速完成，从而限制了该算法在共形阵列上的应用。 

本章在深入分析 WF 算法的基础上，将虚拟内插变换法引入到共形阵列的幅

相误差校正中。算法通过调整虚拟阵列变换矩阵，实现了对虚拟子空间的修正，

利用修正后的虚拟子空间之间的正交关系实现对信源方位的 DOA 估计，并由此

得到原共形阵列的幅相误差参数。该算法无需谱峰搜索，具有较低的运算复杂度，

可以快速高效地完成共形阵列幅相误差和信源方位的联合估计。 

4.2 基于虚拟内插的联合迭代自校正算法 

4.2.1 幅相误差对虚拟内插变换的影响 

由于共形阵列布阵的特殊性，导致其阵列流形不具有 Vander monde 结构，使

得快速子空间类算法（如 Root-MUSIC 等）不能直接应用于共形阵列，从而限制

了其在工程上的应用。虚拟内插变换可以将非线性共形阵列转换为虚拟的线性阵

列，利用虚拟线性阵列的特殊结构即可实现快速 DOA 估计。这里首先介绍虚拟

阵列变换法[22]，其核心是寻找在某个角域 l 内满足    H
l  B a a   l  的变

换矩阵 lB ，其中  a 和  a 分别表示真实阵列和虚拟阵列的导向矢量。通常要

求  a 具有 Vander monde 结构。由 H
l l lB A A 可以解得： 

   1H H
l l l l l


B A A A A  (4-1) 

式中， lA、 lA分别为测试角度集          1 1 1 2 2, , 2 , , ,l l l l l              的真

实 阵 列 导 向 矢 量 和 虚 拟 阵 列 导 向 矢 量 ， 二 者 分 别 满 足
        1 1 2, , ,l l l l       A a a a ，         1 1 2, , ,l l l l       A a a a 。 

记原阵列数据协方差矩阵为 H 2
s  R AR A I（其中    H

s E t t   R S S 为信

号 包 络 的 自 协 方 差 矩 阵 ）， 则 虚 拟 阵 列 数 据 协 方 差 矩 阵 为
H H 2 H'l l l s l l  R B RB AR A B B 。由于 H

l l B B I，此时虚拟阵列的信号子空间与
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噪声子空间不正交，所以通常需要进行预白化处理，变换矩阵变为： 

   1/2H H
l l l l


T B B B  (4-2) 

此时 H
l lTT = I成立，真实阵列流形与虚拟阵列流形之间的关系变为： 

              1/2 1/2H H H 'l l l l l l l    
 

   T A B B B A B B A A  (4-3) 

虚拟阵列的数据协方差矩阵表示为： 

 H H 2' 'l l l s R = T RT = A R A I  (4-4) 

若设原阵列噪声子空间为 nU ，则虚拟阵列噪声子空间可表示为： 

 n l nU = TU    (4-5) 

容易看出，经过预白化处理后的虚拟阵列导向矢量  ' A 已不具有 Vander 

monde 结构，然而由于 l nTU 与    1/2H
l l 


B B A 相互正交，且  A 具有 Vander 

monde 结构，由此仍然可以根据 Root-MUSIC 算法构造求根多项式，进而实现快

速 DOA 估计。 

不失一般性，下面将感兴趣的观测空间固定于第 l 个角域，设该角域的理想

变换矩阵和理想预白化变换矩阵分别为 iB 和 iT，即令 =i lB B ， =i lT T ，同时设该角

域内仅存在 1 个信源，信源方位为  0 0,  。设 iA， iA分别为理想情况下原阵列

和虚拟阵列的导向矢量矩阵，下面分别从原阵列不存在幅相误差和存在幅相误差

两个方面对阵列子空间的正交关系进行分析。 

当原阵列不存在幅相误差时， iT将理想的接收数据 ix 转换为理想的虚拟数据

ix ，表示为： 

        1/2 1/2H H H
i i i i i i i i i i

 
    x = T A s n B B B A s n B B A s n  (4-6) 

由 ix 可得到理想的虚拟信号子空间和理想的虚拟噪声子空间，利用两者之间

的正交关系，结合虚拟阵列的特殊结构，即可快速准确地实现信源 DOA 估计。 

当原阵列存在幅相误差时，原阵列的实际接收数据 rx 可表示为式(4-7)： 

 r r r i r   x A s n ΓA s n  (4-7) 

用理想的变换矩阵 iB 和理想的预白化变换矩阵 iT进行变换，会得到带有误差

的虚拟阵列数据 ex ，表示为式(4-8)： 

  e i i r e e  x = T A s n A s n  (4-8) 

由 ex 可得到实际的虚拟信号子空间 srU 和实际的虚拟噪声子空间 nrU ，虽然

srU 与 nrU 相互正交，但是由于 iB 、 iT与原阵列结构间存在失配，导致变换后的虚

拟阵列数据存在响应误差，且该误差的特性与原阵列相比而言可能发生改变。如

果不能够补偿虚拟阵列的响应误差，基于虚拟阵列的信源波达角估计方法将失效。 
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当存在阵列误差时，理想变换矩阵相对真实阵列流形的失配使得虚拟阵列不

能反映信号的空域信息。这种失配可以认为是由原阵列的幅相误差造成的，也可

以认为是由变换矩阵的选取不当造成的。从第二个角度出发，得到实际需要的变

换矩阵 0B 应该根据实际原阵列流形来设计，即 0B 满足  H
0 i iB A A ，解得： 

         
# 1 1H HH H H

0 i i i i i i i

         B A A A A A A B      (4-9) 

其中  # 表示求矩阵的广义逆操作。 

由式(4-2)得到实际需要的预白化变换矩阵 0T ，利用 0T 得到实际需要的虚拟阵

列数据 0x 如式(4-10)： 

     1/2H
0 0 0 0 0 0 0i r i


    x = T A s n B B A s n A s n  (4-10) 

此时的 0x 能够真实地反映信号空域信息，可以准确实现 DOA 估计。下面对

变换矩阵失配时虚拟阵列的误差特性进行分析，即考察 eA 与 0A 之间的相互关系。 

通过上述分析可知， e i iA T A ， 0 0 iA T A ，且 H
0 0 T T  ，由此得到： 

 H H
0 0 0 0e i i i i i  A T A TT T A TT A   (4-11) 

若令 H
0iC TT ，则有 0e A CA ，容易看出，当   时，C 一般不为对角矩

阵，这使得虚拟阵列的误差校正相比于原阵列更加复杂。为此，我们提出利用虚

拟阵列进行 DOA 估计，同时结合原共形阵列来校正方向无关的阵列幅相误差的

联合迭代自校正算法，将其称之为 VI-WF（Virtual Interpolation-WF）[90]算法。 

4.2.2 幅相误差快速校正算法 

    WF 算法通常采用谱峰搜索方法来获得信源方位估计，对于共形阵列，进行 2

维谱峰搜索的运算量大，难以实时快速完成，从而限制了 WF 算法在共形阵列上

的应用。为解决 WF 算法在共形阵列上运算量大的问题，同时考虑到误差校正的

复杂性，这里利用虚拟阵列进行快速 DOA 估计，同时结合原阵列进行误差参数

估计，具体流程如下。 

步骤 1：初始化 0l  ，离线计算理想的变换矩阵 iB ，同时令 0
ˆ l   ，其中 0

为共形阵列幅相误差矩阵初始值，其具体取值参见式(4-16)； 

步骤 2：由原阵列实际接收数据 rx 得到原阵列的实际噪声子空间 nrU ； 

步骤 3：得到修正的变换矩阵    1H

0
ˆ ˆ l

i



B B ，由式(4-2)和式(4-5)得到修正

的虚拟噪声子空间 ˆ
nU ，根据虚拟噪声子空间与虚拟信号子空间的正交性，结合

Root-MUSIC 算法得到信源方向的估计值  ˆ ˆ,l l  ，具体可参考文献[22]； 

步骤 4：令  T1,0, ,0 w ，由信源方向的估计值  ˆ ˆ,l l  得到原阵列误差参数
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的估计值： 
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1 1 1

T 1

ˆ ˆ,
ˆ ˆˆ, diag
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l l

l l l

l l

 

 



  


 
Q w

δ δ
w Q w

  (4-12) 

步骤 5：判断是否收敛，若收敛则停止，否则 1l l  ，并跳转至步骤 3，继

续迭代，收敛条件为：    1l lJ J    ，其中       H
1 1 1ˆ ˆ ˆˆ,l l l l lJ     δ Q δ 。 

与 WF 算法不同，在所提算法中，原共形阵列的幅度误差经过变换矩阵操作

后在虚拟阵列上会产生额外的相位误差，从而影响信源方位的初始估计精度。为

了减小扩散误差，首先得到原共形阵列各阵元幅度误差初始估计值

 2, ,i i N   ，满足[26]： 

 
  

  

2

2

,

1,1

r
i

r

i i 









R

R
 (4-13) 

其中2 为噪声功率估计值，满足2

2

1

1

N

i
iN

 



  ， rR 为原共形阵列的实际数据协

方差矩阵， i 为 rR 的第 i个特征值，且  i j i j   。由此得到原共形阵列幅度误

差矩阵初始值： 

   T

0 2diag 1, , , N  G  (4-14) 

取原阵列相位误差初始值： 

     T

0 2diag 1,exp j , , exp j N      (4-15) 

其中   exp j 2, ,i i N   为由系统先验信息得到相位误差初始值。 

终令幅相误差矩阵初始值如式(4-16)： 

 0 0 0 G   (4-16) 

其中表示 Hadamard 积运算。 

在上述的幅相误差校正过程中，利用虚拟阵列快速高效地实现了对信源方位

的 DOA 估计，并利用 DOA 估计值得到原阵列的误差参数，运算量大大降低，便

于工程实现。同时，由于共形阵列幅相误差矩阵初始值 0 中含有幅度误差信息，

从而减小了扩散误差，提高了系统的校正性能。 

4.2.3 运算复杂度分析 

下面以图 4.1 所示的阵列模型为例进行分析，原共形阵列采用图 4.1（a）所
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示的半球阵列结构，利用图 4.1（b）所示的虚拟十字阵列对其进行内插变换。 

WF 算法中采用 MUSIC 算法进行 2 维 DOA 估计。设原阵列阵元数为 N ，2

维谱峰搜索的点数为K ，由此得到 WF 算法中实现 1 次 DOA 估计的运算复杂度

为    3 215 1O N O K N N        。 

利用虚拟阵列进行 DOA 估计的运算复杂度为  3
255 1xO L N  ， xN 为虚拟

阵列在 X 轴上的阵元数。由上述分析可知，当 xN N 时，利用虚拟阵列实现 DOA

估计的运算量大大降低。 

 

（a）半球阵列               （b）十字阵列 

图 4.1 阵列模型 

4.3 仿真实验 

仿真实验中采用如图 4.1（a）示意的半球共形阵列，虚拟阵列如图 4.1（b）

所示。半球阵列由原点处阵元和 4 个等距圆阵组成，各圆阵阵元数分别为 12，8，

4，1，半球底面半径取 2。虚拟阵列各轴向阵元数为 4，间距为 / 2 。设阵元的

局部单元方向图g( , )   ，满足
 cos , 0 / 2

g( , )
0 ,

  
 

  
 


  
其它

，其中为局部俯仰

角，为局部方位角，阵元局部坐标系如图 4.1（a）中 o-xyz 所示。 

阵元幅度误差、相位误差均服从 0 均值的高斯分布。幅度误差标准差为 A ，

当幅度误差为  dB 时，  20lg 1A   成立。相位误差标准差为 
，以  来衡

量相位误差的大小。 

实验 1：半球共形阵列含有 0.1dB 的幅度误差和 5°的相位误差，信噪比为

10dB。在不同快拍数下，WF 算法和 VI-WF 算法在线实现幅相误差校正所需的
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CPU 时间如表 4.1 所示。 

表 4.1 在线实现幅相误差校正的 CPU 时间对比 

快拍数 WF 算法（s） VI-WF 算法（s） 

100 224.444 0.371 

200 224.207 0.358 

500 225.915 0.372 

可以看出，相比于 WF 算法，VI-WF 算法在线完成 1 次幅相误差校正所用时

间缩短了两个数量级，证实了 VI-WF 算法运算量低和实现快速的优点。 

实验 2：半球共形阵列含有 0.1dB 的幅度误差和 5°的相位误差，快拍数为 500，

当信噪比由 0dB 变化至 20dB 时，经过 1000 次独立的蒙特卡洛实验，得到 WF 算

法和 VI-WF 算法进行 DOA 估计以及幅相误差校正的性能对比曲线，如图 4.2 所

示。 
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（a）DOA 估计            （b）相位估计            （c）幅度估计 

图 4.2 均方根误差随信噪比变化对比曲线 

由仿真结果可知，两种算法的幅相误差校正性能受信噪比影响较大，信噪比

越大两种算法的校正性能越优。在幅度误差校正方面，两种算法性能接近；在相

位误差校正方面，当信噪比较低时，VI-WF 算法性能明显低于原算法，随着信噪

比的增大，二者校正性能接近。 

实验 3：信噪比取 10dB，相位误差由 0°变化至 8°，其它条件同实验 2，得到

WF 算法和 VI-WF 算法进行 DOA 估计和幅相误差校正的性能对比曲线，如图 4.3

所示。 
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（a）DOA 估计            （b）相位估计            （c）幅度估计 

图 4.3 均方根误差随相位误差变化对比曲线 
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由仿真结果可知，两种算法对幅度误差的校正性能受相位误差影响较小，WF

算法性能略优于 VI-WF 算法。在 DOA 估计和相位误差校正方面，两种算法的校

正性能均随相位误差的增大而变差。当相位误差较小时，VI-WF 算法与 WF 算法

性能接近；随着相位误差的增大，VI-WF 算法性能逐渐变差。简言之，VI-WF 算

法对幅度误差的校正性能受相位误差影响较小，而在 DOA 估计和相位误差校正

方面对相位误差更敏感。 

实验 4：相位误差取 5°，幅度误差由 0dB 增至 0.5dB，其它条件同实验 3，

利用两种算法进行 DOA 估计和幅相误差校正，其性能对比曲线如图 4.4 所示。 
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（a）DOA 估计            （b）相位估计            （c）幅度估计 

图 4.4 均方根误差随幅度误差变化对比曲线 

由仿真结果可知，在 DOA 估计和幅相误差校正方面，VI-WF 算法略差于 WF

算法，其性能不随幅度误差的增大而变化，即 VI-WF 算法 DOA 估计和幅相误差

校正性能独立于幅度误差。 

4.4 小结 

本章首先说明了传统幅相误差校正算法应用于共形阵列时存在的问题，然后

分析了幅相误差对虚拟内插变换的影响，在此基础上将虚拟内插变换引入到共形

阵列的幅相误差校正中，实现了共形阵列的快速幅相误差校正。仿真实验说明所

提算法具有运算复杂度低、实现快速的优点，但对相位误差较敏感。
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第五章 共形阵列互耦误差校正 

5.1 引言 

当共形阵列存在互耦误差时，由于阵列受载体曲率的影响，会引起各阵元方

向图差异，使得共形阵列的互耦模型较为复杂。另外，当系统为非互易网络[91]时，

由于互阻的特殊性质[92]，从而导致阵列互耦矩阵[93]可以呈复共轭对称分布。这就

使得传统的基于对称结构的互耦校正方法失效。 

本章针对圆台型共形阵列，以互耦矩阵呈复共轭对称分布为前提，对其互耦

误差特性进行详细分析，推导出了圆台共形阵列的互耦矩阵模型。利用互耦矩阵

的特殊结构特性建立了两种互耦误差校正模型，在此基础上将多维参数迭代估计

方法应用于两种模型上，实现了含互耦误差时的圆台共形阵列的 DOA 估计。 

5.2 圆台共形阵列互耦模型 

针对具体的圆台共形阵列，图 5.1 给出了相应的阵元分布示意图。设圆台阵

列由P 层均匀圆阵组合而成，每个圆阵的阵元个数为Q，总的阵元数 N PQ ，圆 

 
图 5.1 圆台阵列模型 

台高度为H ，圆台斜边倾角为 ，圆台底面半径为R 。圆台阵第 1 层圆阵分布在

XOY 平面内，每层第 1 个阵元位于 X 轴正方向，按照 XOY 平面内逆时针方向进

行编号，则可以计算出第 p 层、第q个阵元的空间笛卡尔坐标 pqx 、 pqy 、 pqz 分别

满足： 
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式中， 1,2, ,p P  ， 1,2, ,q Q  。第  ,p q 个阵元的位置坐标矢量为： 

 
T

, ,pq pq pq pqx y z   r  (5-2) 

考虑阵列远场  ,  方向的某个信源，则由上述分析可知，圆台阵列的导向

矢量可表示为： 

 
T

11 12 1, , , , , ,Q pq PQa a a a a     a  (5-3) 

式中，    T, exp jpq pq pqg k a r v ， v为  ,  方向的方位矢量。由此得到圆台阵

列的接收数据矢量为： 

        ,tc t s t t  x a n  (5-4) 

对于圆台共形阵列，当其存在与方位无关的互耦误差时，实际导向矢量

 ,r  a 可以表示为： 

    , ,r    a Za  (5-5) 

其中 Z为圆台阵列的互耦矩阵，考虑互耦矩阵呈复共轭对称矩阵，且满足 1ii Z 。

简单起见，设圆台阵列层数 3P  ，每层的阵元数 8Q  ，图 5.2 给出了此时圆台

阵列的俯视图，并按 XOY 平面内逆时针方向进行了编号，其中 p q 表示第 p 层

圆阵的第q个阵元。 

 

图 5.2 圆台阵列俯视图 

    将圆台共形阵列划分为 3 个子阵，第 1 个子阵由第 1 层圆阵组成，第 2 个子

阵由第 2 层圆阵组成，第 3 个子阵由第 3 层圆阵组成。设 3 个子阵在  ,  方向

的理想导向矢量分别为  ,i  a  1, 2,3i  ，则圆台阵列的理想导向矢量可表示为： 
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         TT T T
1 2 3, , , ,          a a a a  (5-6) 

由阵列的俯视图可以看出，圆台共形阵列的互耦矩阵可以由子阵内的互耦子矩阵

和子阵间的互耦子矩阵组合而成。设第 i个子阵内的互耦子矩阵为 iZ ，第 i个子阵

与第 j 个子阵间的互耦子矩阵为 ijC  ,i j i j  ，则上述圆台阵列的互耦矩阵 Z可

以表示为： 

 
1 12 13

12 2 23

13 23 3



 

 
   
  

Z C C

Z C Z C

C C Z

 (5-7) 

容易看出，只要各阵元特性一致，由阵列的对称性即可得出 iZ 结构应与均匀

圆阵类似，即呈循环复共轭对称 Toeplitz 分布，可表示为： 

  . . .i iCir her symTZ z  (5-8) 

其中 iz 表示 iZ 的循环矢量，  . . .Cir her symT  表示得到某向量对应的循环复共轭对

称 Toeplitz 矩阵。下面以第 1 个子阵与第 3 个子阵为例，对子阵间的互耦子矩阵

的特性进行分析。 

若将第 p 层圆阵的第 q 个阵元表示为阵元 p q ，设阵元 p q 与阵元 l m 间

的互耦系数为 ,p q l mc   ，则第 1 个子阵中阵元1 1 与第 3 个子阵之间的互耦向量可

以表示为： 

 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5 1 1,3 6 1 1,3 7 1 1,3 8c c c c c c c c                   (5-9) 

由于第 3 个子阵相对于阵元1 1 对称，容易看出互耦向量中 1 1,3 2 1 1,3 8c c    ，

1 1,3 3 1 1,3 7c c    ， 1 1,3 4 1 1,3 6c c    ，则阵元1 1 与第 3 个子阵之间的互耦向量可以等

价地表示为： 

 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5 1 1,3 4 1 1,3 3 1 1,3 2c c c c c c c c                   (5-10) 

第 1 个子阵中阵元1 2 与第 3 个子阵之间的互耦向量可以由阵元1 1 与第 3

个子阵之间的互耦向量经循环移位得到，可以表示为： 

 1 1,3 2 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5 1 1,3 4 1 1,3 3c c c c c c c c                   (5-11) 

同理得到第 1 个子阵各阵元与第 3 个子阵之间的互耦向量， 终得到第 1 个

子阵与第 3 个子阵之间的互耦矩阵 13C ，其表达式如下： 

万方数据



32                      共形阵列误差校正及 DOA 估计方法研究 

 

 

1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5 1 1,3 4 1 1,3 3 1 1,3 2

1 1,3 2 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5 1 1,3 4 1 1,3 3

1 1,3 3 1 1,3 2 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5 1 1,3 4

1 1
13

c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c c c c c

c

               

               

               

C ,3 4 1 1,3 3 1 1,3 2 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5

1 1,3 5 1 1,3 4 1 1,3 3 1 1,3 2 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4

1 1,3 4 1 1,3 5 1 1,3 4 1 1,3 3 1 1,3 2 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3

1 1,3 3 1 1

c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c

              

               

               

   ,3 4 1 1,3 5 1 1,3 4 1 1,3 3 1 1,3 2 1 1,3 1 1 1,3 2

1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5 1 1,3 4 1 1,3 3 1 1,3 2 1 1,3 1

c c c c c c

c c c c c c c c
            

               

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 (5-12) 

可以看出 13C 呈循环对称 Toeplitz 分布，若设 13C 的循环矢量为 13c ，满足： 

 
T

13 1 1,3 1 1 1,3 2 1 1,3 3 1 1,3 4 1 1,3 5c c c c c            c  (5-13) 

得到  13 13. .Cir symTC c ，其中  . .Cir symT  表示得到某向量对应的循环对称

Toeplitz 矩阵。同理得到 12C 、 23C 、 12
C 、 13

C 、 23
C 均呈循环对称 Toeplitz 分布。 

5.3 互耦校正的数学基础 

设D为任意 N N 维的循环对称 Toeplitz 矩阵，其循环向量d可以表示为 

  T1 2 Ld d d d  (5-14) 

其中 1,i id  D ， 1,2, ,i L  ， L 为 D的自由度，满足
 

/ 2 1

1 / 2

N N
L

N N


  

为偶数

为奇数
。

设 upD 为与 D对应的循环上三角 Toeplitz 矩阵， lowD 为 upD 对应的循环下三角

Toeplitz 矩阵， negD 为与D对应的循环反对称 Toeplitz 矩阵， hD 为与D对应的循

环复共轭对称 Toeplitz 矩阵。各矩阵分别满足： 

    
0

ij
up ij

j i  
 其它

D
D  (5-15) 

    
0

up ji
low ij

i j
  

 其它

D
D  (5-16) 

  
 
 

ij

neg ij
ij

j i  
 其它

D
D

D
 (5-17) 

  
 

  *

ij

h ij

ij

j i 
 其它

D
D

D
 (5-18) 
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5.3.1 循环对称 Toeplitz 矩阵特性 

已知任意一个 1N  维的复向量 X和一个任意 N N 维的循环对称 Toeplitz 矩

阵D，则有下面等式成立[20]： 

  DX T X d  (5-19) 

其中  T X 是一个 N L 维的变换矩阵，其构造方式由下面方式得到： 

   1 2 3 4   T X T T T T  (5-20) 

1T、 2T 、 3T 、 4T 分别满足： 

   1
1 ,

1

0
i j

i j

i j N    
 
 其它

X
T  (5-21) 

   1
2 ,

2

0
i j

i j

i j   
 
 其它

X
T  (5-22) 

    
1

3 ,

/ 2
,

1 / 20
N i j

i j

N Ni j k
k

N N
     

    

为偶数

为奇数其它

X
T  (5-23) 

   1
4 ,

2 , +2

0
i j N

i j

j k i j N      
 
 其它

X
T  (5-24) 

若将D展开为实部加虚部的形式，即： 

    Re jIm D D D  (5-25) 

则对于任意一个 1N  维的复向量 X，有下式成立： 

 

     
 

   
 .

Re
j

Im

Re

Imsym pos

 
    

 
 
 
 



d
DX T X T X

d

d
T X

d

 (5-26) 

同理可得： 

 

     
 

     
 

   
 .

Re
j

Im

Re
j

Im

Re

Imsym neg

  
      

 
     

 
 
 
 



d
D X T X T X

d

d
T X T X

d

d
T X

d

 (5-27) 
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另外，DX 也可以表达为： 

 

 

 1sym





 
    

 
 
 
 

0



d
DX T X

d

d
T X

d

 (5-28) 

同理， D X 可以表达为： 

 

 

 2sym






 
    

 
 
 
 

0



d
D X T X

d

d
T X

d

 (5-29) 

5.3.2 循环复共轭对称 Toeplitz 矩阵特性 

设D为 N N 维的循环对称 Toeplitz 矩阵， hD 为与D对应的循环复共轭对称

Toeplitz 矩阵。 

性质 1 

hD 按实部加虚部的形式表示为： 

    Re jImh h h D D D  (5-30) 

容易看出  Re hD 为循环对称 Toeplitz 矩阵，  Im hD 为循环反对称 Toeplitz

矩阵。若设与  Im hD 对应的循环对称 Toeplitz 矩阵为 imD ，与 imD 对应的循环上

三角 Toeplitz 矩阵为 .im upD ，则  Im hD 可表示为： 

   .Im 2h im up im D D D  (5-31) 

则对于任意一个 1N  维的复向量 X，下式成立： 

 

   
   
   
          

        
 

   
 

.

.

1

Re jIm

Re j 2

Re j 2

Re + j 2 Im

Re
j 2

Im

Re

Im

h h h

h im up im

h im up im

up

up

h

   
    

  

 

 
     

 
 
 
 



D X D D X

D D D X

D X D D X

T X d T X T X d

d
T X T X T X

d

d
T X

d

 (5-32) 

其中  upT X 是一个 N L 维的变换矩阵，其构造方式由下面方式得到： 
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   1 2up up up T X T T  (5-33) 

根据附录 A，有 1upT 、 2upT 分别为： 

 1
1 ,

1

0
i j

up i j

i j N    
    

 其它

X
T  (5-34) 

 
1

2 ,

1, ,

1,

0

N i j
up i j

j i j L N

j i N  

   
       



为偶数

为奇数

其它

X
T  (5-35) 

性质 2 
若设 hupD 为与 hD 对应的循环上三角 Toeplitz 矩阵，设 hlowD 为与 hupD 对应的循

环下三角 Toeplitz 矩阵，则 hD 可以表示为： 

 h hup hlow D D D  (5-36) 

则对于任意一个 1N  维的复向量 X，下式成立： 

 

 

   

   

 2

+

h hup hlow

hup hlow

up up low low

up
up low

low

up
h

low

d

 

 



 
    

 
 
 
 



D X D D X

D X D X

T X T X d

d
T X T X

d

d
T X

d

 (5-37) 

其中  lowT X 是一个 N L 维的变换矩阵，其构造方式由下面方式得到： 

   1 2low low low T X T T  (5-38) 

根据附录 B，有 1lowT 、 2lowT 分别为： 

   1
1 , 0

i j
low i j

i j  
 
 其它

X
T  (5-39) 

   1
2 ,

2, ,

2,

0

i j N
low i j

i j N j L N

i j N N  

    
     



为偶数

为奇数

其它

X
T  (5-40) 

5.4 圆台共形阵列互耦矩阵分解模型 

由上述分析可知，当 3P  ， 8Q  时，圆台阵列的互耦矩阵 Z可表示为： 

万方数据



36                      共形阵列误差校正及 DOA 估计方法研究 

 

 
1 12 13

12 2 23

13 23 3



 

 
   
  

Z C C

Z C Z C

C C Z

 (5-41) 

其中主对角子阵 iZ 呈循环复共轭对称 Toeplitz 分布，其余各子阵均呈循环对称

Toeplitz 分布。当阵列存在互耦时，实际导向矢量 ra 可以表示为 r a Za，设

        TT T T
1 2 3, , , ,          a a a a ，其中  ,i  a  1, 2,3i  分别为第 i个子

圆环阵列在  ,  方向的理想导向矢量，则实际导向矢量 ra 可以表示为： 

 

 
 
 
 

     
     
     

1 12 13 1

12 2 23 2

13 23 3 3

1 1 12 2 13 3

12 1 2 2 23 3

13 1 23 2 3 3

,

,

,

,

, , ,

, , ,

, , ,

r  

 
 
 

     
     
     



 



 



  
     
     

  
    
   

a Za

Z C C a

C Z C a

C C Z a

Z a C a C a

C a Z a C a

C a C a Z a

 (5-42) 

模型 I 

由循环对称 Toeplitz 矩阵性质和循环复共轭对称 Toeplitz 矩阵性质 1 可以得

到： 

 

     
     
     

     
     

     
 

1 1 12 2 13 3

12 1 2 2 23 3

13 1 23 2 3 3

1 1 . 2 . 3

1 2 . 1 . 3 1

1 3 . 1 . 2

1

, , ,

, , ,

, , ,

,

r

h sym pos sym pos

h sym neg sym pos

h sym neg sym neg

     
     
     

 



 

  
    
   
 
   
  



0 0 0

0 0 0

0 0 0








Z a C a C a

a C a Z a C a

C a C a Z a

T a T a T a

T a T a T a v

T a T a T a

G a 1 v

(5-43) 

其中向量 1v 可表示为： 

 
  

 
  

 
  

 
 

 
 

 
 

TT T T T T T

1 2 3 12 13 23
1

1 2 3 12 13 232: 2: 2:

Re Re Re Re Re Re
Im Im Im Im Im ImL L L

                                           

z z z c c c
v

z z z c c c
 (5-44) 

式中 L为子互耦矩阵的自由度，由 8Q  得到 5L  。 iz 表示 iZ 的循环矢量，且 iz 的

首元素为 1， ijc 表示 ijC 的循环矢量，  2:i Lz 表示向量 iz 中第 2 个至第 L个元素组成

的列向量。考虑  Im iz 的首元素为 0，实际中通常选择 iz 中的未知非零元素来构

造待求解的互耦向量。矩阵操作        1 1 :, 1h h L 
  T T ，即矩阵  1h

 T 与矩阵  1h T 剔

除第 +1L 列之后的矩阵相同。 Z与 1v 之间满足： 
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1 12 13

12 2 23

13 23 3
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. . . . . . .
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Cir her symT Cir symT Cir symT

Cir symT Cir her symT Cir symT

Cir symT Cir symT Cir her symT

f



 

 
 
 
 
 
 



z c c

Z c z c

c c z

v

 (5-45) 

模型 II 

由循环对称 Toeplitz 矩阵性质和循环复共轭对称 Toeplitz 矩阵性质 2 可以得

到： 

 

     
     
     

     
     

     
 

1 1 12 2 13 3

12 1 2 2 23 3

13 1 23 2 3 3

2 1 1 2 1 3

2 2 2 1 1 3 2

2 3 2 1 2 2

2 2

, , ,

, , ,

, , ,

,

r

h sym sym

h sym sym

h sym sym

     
     
     

 



 

  
    
   
 
   
  

  

0 0 0
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0 0 0








Z a C a C a

a C a Z a C a

C a C a Z a

T a T a T a

T a T a T a v

T a T a T a

G a v

 (5-46) 

其中向量 2v 可表示为： 

 
     

TT T T T TT
1 2 3 13 2312

2
1 2: 2 2: 3 2: 13 2312

up up up

low L low L low L
 

                                         

z z z c cc
v

z z z c cc
 (5-47) 

式中 iupz 的首元素为 1， ilowz 的首元素为 0，构造互耦向量时可将其剔除， ijc 表示 ijC

的循环矢量，矩阵操作        2 2 :, 1h h L 
  T T 。 Z与 2v 之间满足： 

 

     
     
     

 

1 1 12 13

12 2 2 23

13 23 3 3

2 2

. . , . . . .

. . . . , . .

. . . . . . ,

up low

up low

up low

Cir up low Cir symT Cir symT

Cir symT Cir up low Cir symT

Cir symT Cir symT Cir up low

f



 

 
 
 
 
 
 



z z c c

Z c z z c

c c z z

v

(5-48) 

其中  . . ,iup ilowCir up low z z 表示由向量组  ,iup ilowz z 生成的循环复共轭对称 Toeplitz

矩阵。 

5.5 互耦参数与 DOA 联合估计 

设信源数为M ，由子空间原理可定义如下代价函数： 
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 (5-49) 

其中 1,2i  ，分别对应两种模型， 1J 为第 1 个模型的代价函数， 2J 为第 2 个模型

的代价函数， nrU 表示阵列的实际噪声子空间。由于在模型 1 中， 1v 为实向量，

为了得到实数解，将 1J 做如下修正： 

    H H
1

1

Re , ,
M

H
i i m m nr nr i m m i

m

J    


         
 
v G a U U G a v  (5-50) 

修正后的代价函数为实函数，可以得到实数解。由此分别令： 

 

   

   

H H
1 1 1

1

H H
2 2 2

1

Re , ,

, ,

M

m m nr nr m m
m

M

m m nr nr m m
m

   

   





  
           


        





G a U U G a

G a U U G a




 (5-51) 

当   , 1, 2, ,m m m M    为信源真实方向时，代价函数取 小值，则上述互耦校

正可以等价为下面的多点约束优化问题： 

 
H

H H

min

s.t
i

i i i

i






v
v v

v w F


 (5-52) 

其中  1 2 3, ,w w w w ，满足 

T

1

11 3

1,0, 0,0, 0
LL 

 
  
  

 w ，  

T

2

2 1 9 2

0, 0,1,0, 0,0, 0
L LL 

 
  
  
  w ，

 

T

3

4 2 7 1

0, 0,1,0, 0,0, 0
L LL 

 
  
  
  w ，F为约束矩阵，满足  T1,1,1F ，F和w共同完成

对 iv 中某些特定位置元素的置 1 约束。由式(5-52)可解得 iv 的估计： 

   11 T 1ˆi i i

 v w w w F   (5-53) 

由 ˆiv 即可得到圆台共形阵列互耦矩阵估计值： 

  ˆ ˆi i if v  (5-54) 

由以上分析可知，圆台共形阵列互耦参数的估计可以直接由信源 DOA 估计

获得，同时，由互耦参数重构出的互耦矩阵有助于得到更准确的 DOA 估计，若

将两种操作迭代进行，在代价函数趋于收敛的过程中即可实现圆台共形阵列互耦

参数与 DOA 的联合估计。所以，算法的实现流程可按如下步骤进行： 

步骤 1：初始化 0l  ，同时令 0
ˆ l

i   ，其中 0 为根据先验知识或测量值确
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定的圆台阵列互耦矩阵初始值，然后利用圆台阵列实际接收数据估计数据协方差

矩阵，将其进行特征值分解得到阵列实际的噪声子空间 nrU ； 

步骤 2：由下式计算空间谱： 

  
 

2
H

1
,

ˆ ,
MUSIC

l
nr i

P  
 


U a

 (5-55) 

并进行谱峰搜索，得到 DOA 估计值   ˆ ˆ, 1, 2, ,l l
m m m M    ； 

步骤 3：得到第 1l  次迭代的互耦向量的估计值 1ˆl
i
v ： 

    
11 11 Tˆl l l

i i i

      
v w w w F   (5-56) 

以及第 1l  次迭代的互耦矩阵估计值： 

 1 1ˆ ˆl l
i i if    v  (5-57) 

步骤 4：判断是否收敛，若收敛则停止，否则 1l l  ，并跳转至步骤 2，继

续迭代，收敛条件为：    1l l
i iJ J    。 

由上述步骤即可实现存在互耦误差时的圆台共形阵列的 DOA 估计。由于所

提的两种误差校正模型均基于矩阵分解原理，所以将所提算法统称为 MF（Matrix 

Factoring）[94]算法，模型 1、模型 2 对应的校正算法分别称为 MF1 算法、MF2 算

法。 

5.6 解的存在性分析 

设信源个数为M ，圆台阵列由P 层均匀圆阵组合而成，每个圆阵的阵元个数

为 Q ，则由式    , ,ir i      a G a v 可知，未知向量中参数的个数为

 22 2PL C P P  ， 其 中 L 为 各 子 阵 列 互 耦 矩 阵 的 自 由 度 ， 满 足

 
/ 2 1

1 / 2

Q Q
L

Q Q


  

为偶数

为奇数
，  2

PC P 为子阵互耦矩阵的个数， P 为子阵内的互耦

子矩阵个数。M 个信源可得到的方程个数为2PQM ，要解出向量 iv ，需满足： 

  22 2 2PL C P P PQM    (5-58) 

解得信源个数M 需满足： 

 

1
1 1

2
P

L
M

Q

   
   (5-59) 
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5.7 仿真实验 

仿真实验中，采用图5.1示意的圆台共形阵列，取圆台阵列层数 =3P ，每层阵

元个数 =8Q ，圆台高度 =H ，圆台底面半径 =R ，圆台斜边倾角 =60 。信源个

数为4，方位分别为：   1 1, = 57 21   ， ，   2 2, = 139 ,37    ，   3 3, = 34 53   ， ，

   4 4, = 113 71   ， 。设圆台阵列中阵元 i与阵元 j 间的互耦系数服从均值为0，方

差为 ,i j 的高斯分布，其中 , 3 1,3 2 3 1,3 2 ,/i j i jd d      ， ,i jd 为阵元 i与阵元 j 的间距，

3 1,3 2   为阵元3-1与阵元3-2之间互耦系数的方差，以 3 1,3 2   来衡量互耦误差的大

小。利用CMS算法进行实验对比时，选取两组校正源分别进行实验仿真。第1组校

正源方位角在 10 ,170  
  内以20间隔均匀分布，俯仰角在 10 ,70  

  内以20间隔均

匀分布，各校正源由方位角和俯仰角组合而成，将该条件下进行的实验仿真记为

“CMS(1)”。第2组校正源其方位角在 15 ,165  
  内以15间隔均匀分布，俯仰角在

15 ,75  
  内以30间隔均匀分布，将该条件下的实验仿真记为“CMS(2)”。 

实验中为了衡量互耦误差校正的性能，定义参数  ，满足

H

H H

ˆ

ˆ ˆ
 



 

a a

a a a a
，

称  为向量 â和向量 a之间的相关系数，其中 a为  ,  方位的实际导向矢量，â为

估计得到的导向矢量，满足  ˆˆˆ ˆ, a = Za ， Ẑ和  ˆ ˆ,  分别为互耦矩阵估计值和信

源方位估计值。从相关系数的表达式可以看出，其取值范围为 0,1 ，且数值越大，

表示两个向量之间夹角越小或两个向量的方向越一致。 

实验 1：互耦误差为 0.1，信噪比由-10dB 变化至 20dB，考察    , = 34 53   ，

处信源的 DOA 估计性能和 4 个信源方位的平均相关系数。经过 1000 次独立的蒙

特卡洛实验，得到校正前和利用 MF 方法以及 CMS 方法分别进行校正的 DOA 估

计性能和平均相关系数随信噪比变化曲线，如图 5.3 所示。 
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（a）DOA 估计均方根误差             （b）平均相关系数 

图 5.3 估计性能随信噪比变化对比曲线 

可以看出，信噪比越大，各种算法的 DOA 估计性能越好。同一信噪比下，
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MF 算法的 DOA 估计性能均要好于校正前的 DOA 估计性能，且 MF1 的性能好于

MF2。信噪比较低时，CMS 在第 1 组校正源配置下的 DOA 估计性能要差于校正

前，随着信噪比的增大，其 DOA 估计性能逐渐好于 MF 算法的性能。而 CMS 在

第 2 组校正源配置下的 DOA 估计性能始终是 差的。由此可以看出，相对于 CMS

方法，MF 算法在 DOA 估计方面具有较低的信噪比门限。 

导向矢量相关性方面，其性能与相同条件下的 DOA 估计性能关系一致。CMS

方法的平均相关系数受信噪比影响较大，在低信噪比时估计出的导向矢量与实际

导向矢量之间相关性较差。该方法在第 1 组校正源配置下的性能随信噪比增加而

趋于 优，而在第 2 组校正源配置下得到的整体性能均较差。MF1 算法的平均相

关系数基本不受信噪比影响，MF1 算法的性能优于 MF2。经过 MF 算法校正后，

导向矢量的相关程度相比于校正前有所改善。高信噪比时，MF1 算法与 CMS 方

法在第 1 组校正源配置下的性能接近，而在低信噪比时，MF1 算法具有明显优势，

由此再次证实了 MF 算法具有较低的信噪比门限。 

实验 2：取信噪比为 20dB，将互耦误差由 0 变化至 0.2，其余条件同实验 2，

经过 1000 次独立的蒙特卡洛实验，得到校正前和 MF 方法以及 CMS 方法分别进

行校正的 DOA 估计性能和平均相关系数随互耦误差变化曲线，如图 5.4 所示。 
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（a）DOA 估计均方根误差             （b）平均相关系数 

图 5.4 估计性能随互耦误差变化对比曲线 

DOA 估计方面，若不进行互耦校正，直接进行 DOA 估计的性能会随互耦误

差的增大而迅速恶化。利用 CMS 方法进行 DOA 估计的性能基本不随互耦误差变

化，但受校正源配置影响较大：第 1 组校正源配置下的 DOA 估计性能较为优越，

而在第 2 组校正源配置下进行 DOA 估计其性能很差。利用 MF 算法进行 DOA 估

计，其性能相比于校正前有所改善，MF1 的估计性能好于 MF2。另外可以看出，

MF 算法的 DOA 估计性能会受到互耦误差的影响，且随互耦误差的增大而恶化，

这是因为，互耦误差较大时，算法由于初始 DOA 估计偏差较大而易导致 终收

敛于局部 优点，从而不能较好地实现 DOA 估计。这也是一般自校正算法不可
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避免的缺点。 

导向矢量相关性方面，互耦误差校正前，导向矢量相关性随互耦误差的增大

而急剧恶化。CMS 方法校正后的导向矢量相关性基本不受互耦误差影响，在第 1

组校正源配置下的校正性能较为优越，而在第 2 组校正源配置下性能较差。利用

MF 算法进行误差校正其平均相关系数会受到互耦误差的影响，互耦误差较小时，

MF 算法的性能同 CMS 方法在第 1 组校正源配置下的性能接近，随着互耦误差增

大，MF 算法得到的导向矢量相关性逐渐下降。相比于 MF1，MF2 受互耦误差的

影响较大，但其平均相关系数要高于 CMS 方法在第 2 组校正源配置下的性能。

同样得出结论，互耦误差较小时，MF 算法性能较优，而随着互耦误差的增大，

MF 算法的误差校正能力也会相应变差。 

5.8 小结 

本章通过对圆台阵列互耦特性进行分析，推导出了圆台共形阵列的互耦模型，

在此模型下利用多维联合迭代方法实现了存在互耦误差时的圆台共形阵列 DOA

估计。本章分析和仿真均是在圆台共形阵列下进行的，由于圆柱阵列、圆锥阵列

均可视为圆台阵列的特例，使得该方法在圆柱形、圆锥形共形阵列上依然适用。

理论分析和仿真实验表明所提的 MF 算法可以改善信源的 DOA 估计性能，使得

估计得到的导向矢量更接近于实际导向矢量，且 MF 算法具有较低的信噪比门限，

可为共形阵列的工程应用提供参考。MF 算法的缺点是，当互耦误差较大时算法

容易收敛至局部 优点而导致 终的 DOA 估计误差较大，此时估计出的导向矢

量与实际导向矢量之间相关性变差。另外，MF 算法只能实现特定结构共形阵列

存在互耦误差时的 DOA 估计，当阵列为一般结构时如何进行互耦校正还需进一

步探讨和研究。
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第六章 共形阵列快速 DOA 估计方法 

6.1 引言 

由于 DOA 估计在雷达、声呐和移动通信应用方面的重要意义，DOA 估计技

术近几十年来一直备受关注。常用的 DOA 估计算法有 Capon 波束形成法[95]，

大似然法和基于子空间的算法，其中以子空间类算法性能 为优越。但是子空间

类 DOA 估计算法通常运算量大，尤其当其应用于共形阵列时，由于其布阵的特

殊性，导致阵列流形不具有 Vander monde 结构，某些快速子空间类算法（如

Root-MUSIC 等）不能直接应用，从而限制了超分辨子空间类算法在共形阵列上

的应用。因此研究共形阵列下的快速 DOA 估计方法具有重要的理论和应用价值。 

共形阵列下典型的快速 DOA 估计算法可分为虚拟内插变换类方法和流形分

离类方法等。本章在介绍典型快速 DOA 估计算法的基础上，针对虚拟内插变换

方法展开具体分析。将虚拟阵列内插方法应用于半球共形阵列中，建立了半球阵

到虚拟矩形阵和虚拟十字阵两种变换关系，并对两种方式在 DOA 估计、波束形

成、运算复杂度等方面的性能进行了分析对比和仿真验证。 

6.2 快速 DOA 估计方法 

现有的共形阵列快速 DOA 估计方法有多种解决方案。第一种方案为流形分

离类方法，这种方法将任意阵列的导向矢量表示成采样矩阵与具有 Vander monde

结构的基矢量的乘积，其中采样矩阵描述阵列本身，基矢量反映信号的角度特征，

两部分相互独立，利用基矢量的特殊结构即可实现快速 DOA 估计。第二种方案

为虚拟内插变换类方法，该方法通过设置虚拟阵列，利用转换矩阵将原阵列的接

收数据转换为虚拟阵列的接收数据，然后借助虚拟阵列的特殊结构实现快速 DOA

估计。此外还有一些针对特定阵列结构的 DOA 估计方法，如针对均匀圆阵的模

式空间变换法[67]、利用阵列中的等距线阵实现锥台阵列快速 DOA 估计[72, 73]等。 

6.2.1 流形分离类方法 

简单起见，设某一阵列分布于如图 6.1 所示的 2 维平面 XOY 内（并不限于 2

维阵列，3 维阵列可推广适用），则导向矢量的第n个元素可以写为如下形式： 

      ( ) exp j (cos cos sin sin ) exp j cos( )n n n n nn
kr kr         a  (6-1) 
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其中 nr 表示第n个阵元与原点间的距离， n 为第n个阵元的方位角， n 表示取向

量的第 n个元素。 

 

图 6.1 任意 2 维阵列示意图 

由 Jacobi-Anger 等式[61]，式(6-1)可以等效的表示为： 

 

   

   

   ( , )

exp j cos

j exp j

1
[ , ] exp j

2

n nn

m
m n n

m

n n n m
m

kr

kr m

r m

  

 

 










       

   

 





a

J

G

 (6-2) 

其中      ( , )[ , ] 2 j exp jm
n n n m m n nr kr m  G J 表示采样矩阵  ,n nr G 中第 ( , )n m 个

元素，  m J 为m 阶第一类 Bessel 函数，  ,n nr G 只依赖于阵列参数而与来波方

向无关。 

结合上述分析，导向矢量  a 可以表示成采样矩阵与基矢量的乘积形式[61]，

即： 

     a Gd  (6-3) 

其中    1
exp j

2m
m 


   d ， , 1,0,1,m   ，  d 具有 Vander monde 结构。

可以看出，G和  d 都具有无穷多项，这在实际应用中是不可行的。可以采用

小二乘方法，通过将  d 截断，同时使得系统误差在允许接受的范围内，进而求

得有限项的G和  d ，具体分析如下。 

由此可以将流形分离用下面一个 小二乘问题来表述： 

     2

1

arg min
T

t t F
t

 


   
 


G
G a Gd  (6-4) 

其中G为 ×N M 维矩阵，  ta 是 ×1N 维导向矢量，  td 是 1M  维 Vander monde

矢量，M 为选定的模式数目，即  d 截断后的长度。  td 满足： 
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T

1 1
exp j , , exp j ,1,exp j , , exp j

2 2t t t t t

M M    
     

      
    

 
 d  (6-5) 

为了解决上述优化问题，可以在 0, 2 中均匀选择T 个测试角度（一般选择

T M N ），得到 ×N T 维导向矢量矩阵      1 2, , , T     A a a a ，同时构造

×M T 维矩阵      1 2, , , T     D d d d 。进而得到： 

 

   

 
    

2

1

2

H

arg min

arg min

arg min tr

T

t t F
t

F

 


   
 

 

    


G

G

G

G a Gd

A GD

A GD A GD

 (6-6) 

在上式中，令
    H

tr
0

     


A GD A GD

G
，可以得到G的 小二乘估计： 

   1H Hˆ 
G AD DD  (6-7) 

获得Ĝ、D后，就可以利用D的 Vander monde 结构结合 Root-MUSIC 方法进行快

速 DOA 估计。 

6.2.2 虚拟内插变换方法 

虚拟内插变换方法在前面已经提及，虚拟阵列变换法的核心是寻找在某个角

域 l 内满足    H
l  B a a  l  的变换矩阵 lB ，其中  a 和  a 分别为真实

阵列和虚拟阵列的导向矢量，求解变换矩阵的主要步骤如下。 

步骤 1：将阵列的观测区域划分为许多块，将第 l 个块对应的区间表示为

   1 2,l l  
 ； 

步骤 2：取          1 1 1 2 2, , 2 , , ,l l l l l l                为第 l个块内测试

角度集，用于计算内插矩阵； 

步 骤 3 ： 计 算 第 l 个 块 内 测 试 角 度 l 的 真 实 导 向 矢 量

              1 1 1 2 2, , 2 , , ,l l l l l l              A a a a a a ； 

步骤 4：确定虚拟阵元的个数和位置，计算第 l个块内测试角度 l 的虚拟导

向矢量               1 1 1 2 2, , 2 , , ,l l l l l l              A a a a a a ； 

步骤 5：求得矩阵 lB ，使得 H
l l lB A A ，可以解得 H 1 H( )l l l l l

B A A A A 。 

由上可知，对于给定的阵列，变换矩阵序列 lB 仅需计算一次，且可以离线
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完成。若记真实阵列数据协方差矩阵为 H 2
s  R AR A I，则虚拟阵列数据协方差

矩阵为 H H 2 H'l l l s l l  R B RB AR A B B 。由于 H
l l B B I，需要进行预白化处理，

变换矩阵如式(6-8)： 

   1/2H H
l l l l


T B B B  (6-8) 

此 时 H
l lTT = I 成 立 ， 虚 拟 阵 列 的 数 据 协 方 差 矩 阵 表 示 为

H H 2' 'l l l s R = T RT = A R A I。若设原阵列噪声子空间为 nU ，则虚拟阵列噪声子空

间 n l nU = TU 成立。容易看出，  ' A 已不具有 Vander monde 结构，然而，由于 l nTU

与    1/2H
l l 


B B A 相互正交，且  A 具有 Vander monde 结构，由此仍然可以根

据 Root-MUSIC 算法构造求根多项式，进而实现快速 DOA 估计。 

6.3 半球阵列的两种内插方式 

本节将虚拟阵列内插方法应用于半球共形阵列中，建立了半球阵到虚拟矩形

阵和虚拟十字阵两种变换关系。 

考虑如图 4.1（a）所示的半球阵列，其阵列结构的非均匀性导致接收数据为

对空间数据的非等间隔采样，为了得到等间隔采样的数据，可以采用两种均匀阵

列对原阵列进行虚拟内插变换。虚拟阵列的数据相当于借助原阵列得到的对空间

数据的估计，这要求其阵列设计应与原阵列在结构上具有相似性，如位置应与原

阵列接近，有效孔径应与原阵列近似相等。 

     

       （a）矩形阵列                      （b）十字阵列 

图 6.2 虚拟阵列模型 

第 1 种方式采用矩形阵列（如图 6.2（a）），此时虚拟阵列在 X、Y 轴上与原

阵列等效孔径相等，但在 Z 轴方向有孔径损失。第 2 种方式采用十字阵列（如图

6.2（b）），此时虚拟阵列仅分布于坐标轴上，与原阵列在 X、Y、Z 三轴上具有相

同的等效孔径，这种内插方式不损失轴向孔径，同时结构较为简单。两种虚拟阵

列的分布特点使得将其作为半球阵的内插阵列具有合理性。为了比较两种内插方
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式的性能，下面分别从转换误差[96]、孔径分布、运算复杂度三个方面对二者进行

对比分析。 

6.3.1 转换误差 

转换误差的定义如下： 

  
   

 

H , ,
,

,
F

F

e
   

 
 



B a a

a
 (6-9) 

式中，    , ,   、a a 分别表示原阵列与虚拟阵列在  ,  方向的导向矢量，B为

转换矩阵。转换误差可以表征转换得到的虚拟阵列流形与理想的虚拟阵列流形的

相似程度，转换误差越小，两者越接近。图 6.3 为两种虚拟阵列在不同角度的转

换误差。由图可知，矩形阵列的转换误差受俯仰角影响较大，当俯仰角较小时其

转换误差较小，随着俯仰角增大，转换误差逐渐变大。十字阵列转换误差在整个

角度范围内保持较小的数值，同时其受俯仰角影响较小。 
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（a）矩形阵列                    （b）十字阵列 

图 6.3 转换误差 

6.3.2 等效孔径 

在等效孔径方面，需要分别对 XOY 平面孔径和 Z 轴孔径进行对比分析。XOY

平面孔径定义为阵列在 XOY 平面上对信源方向的有效孔径，Z 轴孔径定义为阵

列在 Z 轴方向上对信源方向的有效孔径。分别用 XOYD 、 ZD 表示 XOY 平面孔径和

Z 轴孔径，二者示意如图 6.4 所示。 
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（a）XOY 平面孔径                   （b）Z 轴孔径 

图 6.4 等效孔径 

由阵列理论可知，阵列孔径越大，其分辨率越高，相应的 DOA 估计性能越

好，同时主瓣波束越窄。结合 XOY 孔径和 Z 轴孔径的定义可知，二者可分别用

来衡量阵列在方位维和俯仰维的DOA估计性能以及方位维和俯仰维的主瓣宽度，

阵列 终的 DOA 估计性能受两种孔径综合影响。为了对比不同阵列在等效孔径

方面的差异，图 6.5 给出了三种阵列的孔径随角度的变化曲线。可以看出，XOY

平面孔径方面，原半球阵列为常数，两种虚拟阵列随方位角增大而波动变化，当

方位角为 45°或 135°时，虚拟矩形阵列的孔径达到 大值，虚拟十字阵列的孔径

取得 小值。Z 轴孔径方面，虚拟矩形阵列 Z 轴孔径恒为零，虚拟十字阵列与原

阵列在 Z 轴方向的分量相同，使得两者的孔径随俯仰角变化趋势一样，均随俯仰

角增大而增大。 
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（a）XOY 平面孔径随方位角变化曲线     （b）Z 轴孔径随俯仰角变化曲线 

图 6.5 孔径对比 

综上可知，利用虚拟阵列进行处理， 终 DOA 估计性能会受转换误差和孔

径分布两种因素综合影响，可以预计：当俯仰角较大时，虽然十字阵在 XOY 平

面的孔径较小，但它的 Z 轴孔径较大且转换误差小于矩形阵，DOA 估计性能应

优于矩形阵；当俯仰角较小时，两种虚拟阵列的转换误差和 Z 轴孔径均相差不大，

万方数据



第六章 共形阵列快速 DOA 估计方法 

 

49

但矩形阵在 XOY 平面孔径上要明显大于十字阵，此时矩形阵的 DOA 估计性能应

较优。此外，在方位角接近 45°或 135°区域，矩形阵的 XOY 平面孔径远大于十字

阵，对应的 DOA 估计性能应更优。 

6.3.3 运算复杂度分析 

设原半球阵列的阵元数为 N ，若采用 MUSIC 算法进行 2 维 DOA 估计，其运

算复杂度主要体现在特征值分解和谱峰搜索上。根据文献[57]，对维数为 N N 的

相关矩阵进行特征分解的运算复杂度为  3
15 1O N  。假设 2 维谱峰搜索的总点

数为K ，则谱峰搜索的运算复杂度为  2O K N N  。原阵列实现 MUSIC 算法的

总的运算复杂度为    3 215 1O N O K N N        。 

利用虚拟阵列估计 DOA 的过程可由离线运算和在线运算两步组成。离线运

算主要包括计算转换矩阵 B和T 。考虑 L 个角域，则离线部分的运算复杂度为
3 3O LN O LN      。在线运算主要体现在 Root-MUSIC 算法上。对于M 元等距

线阵，若采用 Root-MUSIC 进行 DOA 估计，其运算复杂度为  3
120 1O M  。

这里设虚拟阵列在 X 轴、Y 轴上的阵元数为 /x yN ，同时可得虚拟十字阵列 Z 轴上

的阵元数  / 1 / 2z x yN N  ，考虑到 L个角域，可知虚拟矩形阵列和虚拟十字阵列

进 行 在 线 DOA 估 计 时 总 的 运 算 复 杂 度 分 别 为  3

/240 1x yO L N   
、

 3

/255 1x yO L N   
。由此看出，通常情况下，虚拟矩形阵列的离线计算量大于虚

拟十字阵列，但若只考虑在线 DOA 估计，则虚拟矩形阵列的计算量小于虚拟十

字阵列。虚拟矩形阵列以大的离线计算量为代价得到了相对较小的在线计算量。 
由以上分析可知，对于 3 维共形阵列，在满足 /x yN N 的条件下，利用虚拟

阵列实现在线 DOA 估计的运算量大大降低。 

6.4 仿真实验 

在仿真实验中，采用图 4.1（a）示意的半球共形阵列，虚拟阵列设置如图 6.2

所示。半球阵列由 5 个均匀分布的圆阵组合而成，各环阵元数分别为 24、20、16、

8、1，环与环之间服从等弧度分布，半球底面半径取2。虚拟矩形阵列由 81 个

阵元构成，组成 9×9 方阵，阵元行列间距为 / 2 。虚拟十字阵列由 21 个阵元构

成，除坐标原点阵元外，其余各阵元均匀分布于 x 轴、-x 轴、y 轴、-y 轴、z 轴

上，各轴向阵元数为 4，间距为 / 2 。 

在 DOA 估计方面，对于矩形阵列，利用其结构的特殊性，在对“虚拟数据”
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进行行列合成处理[97]的基础上应用 2D Root-MUSIC[98]算法，即可得到信源的 2

维 DOA 估计。对于十字阵列，可利用 XOY 面上的十字阵列估计信源的俯仰角和

方位角，利用 Z 轴上的等距线阵估计信源的俯仰角，为了减小估计误差，将两个

俯仰角估计的均值作为 终的俯仰角估计值。 

在自适应波束形成方面，将线性约束 小方差（LCMV）[99]准则直接应用于

虚拟阵列中，得到虚拟阵列的权矢量形式为： 

   11 H 1
opt X X


 - -W R C C R C f  (6-10) 

其中 XR 、C分别表示虚拟阵列协方差矩阵和虚拟阵列的导向约束矩阵。 

6.4.1 DOA 估计对比 

实验 1：在上述实验参数下，分别借助虚拟矩形阵列和虚拟十字阵列进行 2

维 DOA 估计，信噪比取 0dB。经过 2000 次独立的蒙特卡洛实验，得到利用两种

内插方式进行 DOA 估计的均方根误差对比结果，如图 6.6 所示。其中“圆圈”表示

十字阵列的均方根误差小于矩形阵列的均方根误差，“星号”与之相反。  
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图 6.6 两种内插方式的 DOA 估计性能对比 

可以看出，两种内插方式的 DOA 估计性能受信源俯仰角的影响较大，俯仰

角较小时，矩形阵内插的性能较优，随着俯仰角的增加，十字阵估计性能逐渐优

于矩形阵。另外，两者的性能对比结果关于 90°方位角对称，信源方位角靠近 45°

（或 135°）时，矩形阵列的 DOA 估计性能较优，与理论预测一致。 

实验 2：分别将信源方向固定为    , 45 ,30     和  90 ,50  ，信噪比从-15dB

增至 15dB，经过 2000 次独立的蒙特卡洛实验，得到这两个角度下利用两种虚拟

内插方式进行 DOA 估计以及直接利用原阵列 MUSIC 算法进行 DOA 估计的性能

变化对比曲线，如图 6.7 所示。 
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（a）    , 45 ,30                      （b）    , 90 ,50      

图 6.7 三种阵列 DOA 估计性能随信噪比变化对比曲线 

可以看出，两种虚拟内插方式在 SNR 较小时 DOA 估计性能较差，随着 SNR

的增大，两者估计性能逐渐变优，虚拟十字阵列变化趋势明显，而虚拟矩形阵列

变化趋势较为平坦。与原阵列 MUSIC 算法相比，虚拟阵列的 DOA 估计性能略差。 

6.4.2 自适应波束形成对比 

实验 1：设来波方向    , 120 ,30     ，干扰方向    , 30 ,60     ，信噪比

为 0 dB，干信比为 10 dB，快拍次数取为 1000，利用 LCMV 准则分别得到原阵列、

虚拟矩形阵列、虚拟十字阵列的方向图，如图 6.8 所示。图 6.9 对比了 3 种阵列在

主瓣方向的方位维方向图和俯仰维方向图，图 6.10 对比了 3 种阵列在干扰方向的

方位维方向图和俯仰维方向图，表 6.1 为 3 个方向图在方位维和俯仰维的主瓣宽

度对比。 

 

（a）半球阵列      （b）虚拟矩形阵列      （c）虚拟十字阵列 

图 6.8 三维方向图 
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（a）方位维方向图            （b）俯仰维方向图 

图 6.9 主瓣方向剖面图 
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（a）方位维方向图       （b）俯仰维方向图 

图 6.10 干扰方向剖面图 

表 6.1 阵列主瓣宽度对比 

 方位维主瓣宽度(°) 俯仰维主瓣宽度(°) 

原阵列 24.4 13.4 

虚拟矩形阵列 22.7 14 

虚拟十字阵列 30.6 21.6 

可以看出，两种虚拟阵列均可以在期望方向形成主瓣的同时对干扰进行抑制。

在两维主瓣宽度上，虚拟矩形阵列在方位维的主瓣宽度比原阵列窄，俯仰维的主

瓣宽度比原阵列宽，整体与原半球阵列接近。虚拟十字阵列在两维主瓣宽度上都

宽于原阵列。干扰方向图上，具有较窄主瓣宽度的方向图其在干扰方向的凹口也

较窄，即凹口相对宽度与主瓣相对宽度保持一致。另外，不难看出，阵列方向图

宽度对比与各阵列孔径分布特点（图 6.5 所示）相一致。 

实验 2：将输入信噪比从-20dB 增至 20dB，其余参数同实验 1。三种阵列构

型方向图的输出信干噪比（SINR）随输入信噪比变化曲线如图 6.11 所示。 
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图 6.11 阵列输出信干噪比随输入信噪比变化曲线 

可以看出，三种阵列输出 SINR 均随着输入信噪比的增大而增大。相同输入

信噪比下，输出 SINR 由大到小对应的阵列依次为虚拟矩形阵列、原阵列、虚拟

十字阵列。由此可知三种阵列按抗干扰能力强弱排布依次为：虚拟矩形阵列、原

阵列、虚拟十字阵列。这是因为与原半球阵列相比，虚拟矩形阵列阵元数较多，

增加了系统自由度，使得其在满足特定约束自由度的条件下拥有更多的自适应自

由度来抑制干扰和噪声[100]，所以输出 SINR 大于原阵列。同理，虚拟十字阵列与

原阵列相比减少了系统自由度，其自适应自由度降低，相当于对原阵列进行降秩

处理，此时的波束形成性能（即输出 SINR）显然会下降。 

6.5 小结 

本章首先介绍了共形阵列的快速 DOA 估计算法，然后将虚拟内插变换的思

想应用于半球共形阵列中，分别建立了从半球共形阵列到矩形阵列和十字阵列两

种变换关系，并利用虚拟阵列进行 DOA 估计、波束形成等阵列处理。本章对两

种内插方式在 DOA 估计、波束形成、运算复杂度等方面进行了全面分析和仿真

验证。
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第七章 总结与展望 

7.1 总结 

共形阵列有着优越的结构特点和良好的测向性能，其基本不会对雷达载体的

空气动力学性能产生影响，且具有体积小、重量轻、安装简便等优点，在现代战

争背景下有着广泛的应用。论文研究了共形阵列的误差校正和快速 DOA 估计方

法。在误差校正方面，提出了一种借助虚拟阵列来快速实现共形阵列幅相误差校

正的新方法。另外针对圆台共形阵列，推导出了其互耦矩阵模型，并提出了两种

基于圆台共形阵列的互耦误差自校正方法。在 DOA 估计方面，将虚拟内插变换

方法应用到共形阵列上，并对半球共形阵列的两种内插方式进行了性能对比分析。

主要工作可概括为： 

(1) 建立了共形阵列接收数据模型，在此基础上利用坐标旋转实现了共形阵列

导向矢量建模。 

(2) 将虚拟内插变换方法引入到共形阵列的幅相误差校正中，所提算法使得校

正时间缩短了两个数量级。 

(3) 以互耦矩阵呈复共轭对称分布为前提，推导出了圆台共形阵列的互耦矩阵

模型，并提出两种互耦误差校正方法。 

(4) 将虚拟阵列内插方法应用于半球共形阵列的 DOA 估计中，建立了从半球

阵到虚拟矩形阵和虚拟十字阵两种变换关系，并对两种方式的性能进行了分析对

比和仿真验证。 

7.2 工作展望 

论文在共形阵列的 DOA 估计方面开展研究，具体来说，进行了共形阵列幅

相误差校正、共形阵列互耦误差校正、共形阵列快速 DOA 估计算法等方面的研

究，并取得了一些可以成果。但是，共形阵列方面的工作内容远不止于此，尚有

许多问题亟待解决，为此，作者就目前所了解的情况，对共形阵列在误差校正及

DOA 估计方面进行下面一些工作的展望，仅供参考。 

(1) 论文在某些模型方面的假设仅基于纯理论，使得构造的模型较为简单，而

实际工程中情况复杂，实测数据与理论数据可能差异较大。如论文中假设半球共

形阵列的耦合误差矩阵服从 Toeplitz 特性，而实际情况中耦合现象复杂多样，并

不完全服从 Toeplitz 特性；在利用虚拟内插变换方法实现 DOA 估计时，我们假设

共形阵列阵元具有全向特性，而在实际情况中，由于载体曲率的影响，各阵元方
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向图会存在较大的差异。 

(2) 论文提出的互耦误差校正方法只适用于某种特殊结构阵列，且假设各阵元

之间的互耦系数具有对称性。而在实际应用中，阵列构型复杂多样，互耦系数之

间的对称结构可能由于受到环境的影响而不再成立，这就使得互耦模型呈时变特

性，因此研究不依赖于互耦矩阵特性以及互耦模型呈时变特性时的互耦校正方法

具有重要的意义。 
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附录 A 

设D为 N N 维循环对称 Toeplitz 矩阵，定义与D对应的矩阵 upD ，使其满足： 

    
0

ij
up ij

j i  
 其它

D
D  (A-1) 

此时矩阵 upD 为上三角矩阵，且非零元素满足循环 Toeplitz 特性，称 upD 为循

环上三角 Toeplitz 矩阵。设循环向量 upd 满足    
1,up upi i

d  D ， 1,2, ,i L  ， L为

循环对称 Toeplitz 矩阵D的自由度。 
当 N 为偶数时， upD 可以表示为： 

 

1 2 1 1 2

1 2 1 3

1 2 3

1 2 -1

1 -2

1

L L L

L L L

L
up

L

L

d d d d d d

d d d d d

d d d d

d d d

d d

d

 

 

 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  

 
 
  




 

D  (A-2) 

此时 / 2 1L N  ，则对于任意一个 1N  维的复向量 X，满足： 

  T1 2, , , , ,L NX X X X  X  (A-3) 

有下面等式成立： 
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d d d d d
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d d d d
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d d d
X

d d

X
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D X

T X d

 (A-4) 

其中  .up evenT X 满足： 
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T X  (A-5) 

当 N 为奇数时， upD 可以表示为： 
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D  (A-6) 

此时  1 / 2L N  ，则对于任意一个 1N  维的复向量 X，满足： 

  T1 2, , , , ,L NX X X X  X  (A-7) 

有下面等式成立： 
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 (A-8) 

其中  .up oddT X 满足： 

万方数据



附录 A  

 

71

  

     
   

 

1 2 2 1 3 2 2 1

2 3 4 2 1 1 2

1 1 2 2 2 1

. 1 2 2 1

1 2 3

2 2 2 1

2 1

0

L L L L

L L L

L L L L L

up odd L L L L

L L L

L L

L

X X X X X X X

X X X X X X

X X X X X

X X X X

X X X

X X

X

  

  

   

  

  

 



   
   
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 




 






T X (A-9) 

综上可以归纳出，对于任意 N N 维的循环上三角 Toeplitz 矩阵和任意一个

1N  维的复向量 X，有  up up upD X T X d 成立，  upT X 是一个 N L 维的变换矩

阵，其构造方式由下面方式得到： 

   1 2up up up T X T T  (A-10) 

1upT 、 2upT 分别满足： 

 1
1 ,

1

0
i j

up i j

i j N    
    

 其它

X
T  (A-11) 

 1
2 ,

1, ,

1,

0

N i j
up i j

j i j L N

j i N  

   
       



为偶数

为奇数

其它

X
T  (A-12) 
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附录 B 

设 D为 N N 维的循环对称 Toeplitz 矩阵，定义与 D对应的循环上三角

Toeplitz 矩阵为 upD ，设与 upD 对应的循环下三角 Toeplitz 矩阵为 lowD ，满足： 

    
0

up ji
low ij

i j
  

 其它

D
D  (B-1) 

此时 lowD 对角元素为 0，下面对矩阵对角元素非零时的情况进行推导。设循环向

量 lowd 满足        ,1 1,low low up upi i i i

 
  d D D d ， 1,2, ,i L  ，L为循环对称 Toeplitz

矩阵D的自由度。 

当 N 为偶数时， lowD 可以表示为： 
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D  (B-2) 

此时 / 2 1L N  ，则对于任意一个 1N  维的复向量 X，满足： 

  T1 2, , , , ,L NX X X X  X  (B-3) 

有下面等式成立： 
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 (B-4) 

 .low evenT X 满足： 
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T X  (B-5) 

当 N 为奇数时， lowD 可以表示为： 
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D  (B-6) 

其中  1 / 2L N  ，则对于任意一个 1N  维的复向量 X，满足： 

  T1 2, , , , ,L NX X X X  X  (B-7) 

有下面等式成立： 
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D X

T X d

 (B-8) 

其中  .low oddT X 满足： 
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T X  (B-9) 

综上可以归纳出，对于任意 N N 维的循环下三角 Toeplitz 矩阵和任意一个

1N  维的复向量 X，有  low low lowD X T X d 成立，  lowT X 是一个 N L 维的变换

矩阵，其构造方式由下面方式得到： 

   1 2low low low T X T T  (B-10) 

1lowT 、 2lowT 分别满足： 
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1 , 0

i j
low i j

i j  
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