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摘要

摘 要

阵列信号处理是信号处理的一个重要分支，在雷达、通信等领域，以及无人

驾驶、物联网等方向均有广泛的应用。阵列方向图综合是阵列处理中一个重要研

究方向，是一种使用传感器阵列定向发送和接收信号的信号处理技术。方向图设

计与综合对阵列系统的高性能发挥起着重要作用。实际应用中，在不同场景中需

要有针对性地对阵列方向图进行控制。本文研究阵列方向图控制理论与算法，所

涉及的理论与方法主要包括：线性空间理论、正交投影理论、斜投影理论、优化

理论、几何方法、欧拉公式等。具体应用包括：灵活的方向图控制新方法、稳健

旁瓣方向图综合方法、唯相位方向图调整方法、低功耗的相控阵保密通信方法、

稳健的阵列参数估计方法。本文的主要贡献和创新总结如下：

（1）针对阵列响应控制和方向图综合灵活性差的问题，提出了一种简单有效

的单点精确阵列响应控制方法(Accurate Array Response Control,A2RC)，该方法具

有解析表达式同时可以有效避免方向图畸变现象。通过迭代应用所提方法，实现

了方向图的快速合成。该方法突破了传统的方向图整体设计的框架，利用单点精

确控制的概念实现方向图合成。基于A2RC方法，提出了一种简单有效的多点阵列

响应控制方法 (Multi-point Accurate Array Response Control,MA2RC)。对MA2RC进

行改进，提出一种可以有效避免波束中心偏移的多点方向图控制算法。利用所提

算法实现了快速方向图设计。还提出了一种最优阵列响应控制算法(Optimal and

Precise Array Response Control,OPARC)。基于OPARC，提出了协方差矩阵加载的

概念。算法可以应用在静态和自适应波束形成中。另外研究最优阵列响应控制算

法以及协方差矩阵加载的具体应用，应用背景包括数据独立和数据依赖两种场景。

仿真结果显示，所提算法大大改善了传统波束形成器的性能。

（2）A2RC算法以经验方式进行参数寻优，为了克服该缺点，本文提出一种

权向量正交分解算法(Weight vector ORthogonal Decomposition,WORD)，实现了在

给定初始权向量条件下对单个方向响应电平的精确控制。将WORD算法与斜投影

概念结合，提出一种灵活的多点控制算法。通过对所提算法进一步改进，提出一

种不会产生波束中心偏移的灵活方向图控制算法。

（3）提出了一种基于斜投影理论的灵活方向图控制算法 (Flexible Array Re-

sponse Control via Oblique Projection,FARCOP)。FARCOP算法从自适应阵列理论出

发，将最优权进行重新表示，由此得到一种新的权向量更新模型。所提算法实质
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上将虚拟干扰功率与阵列波束响应电平进行解耦，算法灵活简单，对于对称阵列

可以得到解析表达式。

（4）研究存在阵列误差时的方向图控制。首先对存在误差时阵列方向图的上

界进行分析，基于此提出了一种稳健的方向图控制方法，可以对上界方向图电平

进行精确调整。通过对方向图上界进行迭代控制，可以实现阵列存在误差时的稳

健方向图综合。

（5）研究高性能阵列方向图综合。将方向图综合问题建模为非凸问题，利用

拟凸优化和半正定松弛方法来解决该非凸问题。算法可以得到较高的阵列增益。

（6）将唯相位方向图控制问题转换为多边形构造几何问题。为了避免方向图

畸变，提出一种简单有效的相位确定方法。所提算法具有解析解，是几何方法在

阵列处理领域的首次应用。

（7）针对毫米波通信安全问题，创造性地利用多边形构造方法实现保密通

信，提出一种符号级的权向量更新方法，是几何方法在保密通信中的首次应用。

算法有解析表达式，且硬件设计简单。

（8）研究等距线阵下的波达方向(Direction-Of-Arrival,DOA)与相位误差估计

问题。针对部分校正阵列，提出了一种基于欧拉公式的单源DOA与阵列相位误差

联合估计方法。参数估计最终建模为最小二乘问题，从而可以解析地得到DOA以

及相位误差值。针对任意结构的部分校正阵列，提出一种DOA与相位误差联合估

计方法。可以实现阵列存在相位误差时的单信号源DOA估计。

关键词：阵列信号处理，方向图控制与综合方法，保密通信算法，稳健阵列参数

估计方法，矩阵理论
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ABSTRACT

ABSTRACT

Array signal processing is an important branch of signal processing and has a wide

range of applications in many fields such as, radar, wireless communications, and so on.

This dissertation studies array response control theory and algorithm using mathematical

theory. The mathematical theory discussed mainly include: linear space theory, orthog-

onal projection theory, oblique projection theory, optimization theory, geometric method

and so on. The algorithms and related applications include: flexible array response con-

trol, robust sidelobe control and synthesis, phase-only array response adjustment, low-

cost secure transmission using phased-array architecture, robust array parameter estima-

tion. The main contributions and innovations of this dissertation are summarized as fol-

lows:

(1) A novel accurate array response control (A2RC) algorithm is proposed. The

A2RC algorithm deals with the problem of how to accurately control the array response

at a given direction. By applying the A2RC algorithm, a new pattern synthesis approach

for arbitrary arrays is developed. A multipoint accurate array response control (MA2RC)

algorithm is proposed and its application to beampattern synthesis is investigated. More-

over, in order to avoid possible beam axis shift in pattern synthesis, a modified MA2RC

(M2A2RC) algorithm is proposed by imposing a derivative constraint on the direction of

beam axis. The problem of how to optimally and precisely control array response levels is

addressed and the optimal and precise array response control (OPARC) algorithm is pro-

posed. The applications of the OPARC algorithm to array signal processing are studied.

It is applied to realize array pattern synthesis, multi-constraint adaptive beamforming,

and quiescent pattern control.

(2) A new scheme based on weight vector orthogonal decomposition (WORD) is

proposed to control the array response at a given direction and a novel WORD-based

approach to pattern synthesis for arbitrary arrays is devised. A closed-form expression is

achieved by introducing a new cost function that measures pattern variation. Two array

response control algorithms for pattern synthesis are proposed by combining the WORD

algorithm and the oblique projection operation. The proposed algorithms can control the

array responses of multiple points starting from an arbitrarily given weight vector.
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ABSTRACT

(3) A flexible array response control algorithm via oblique projection (FARCOP) is

proposed. The proposed FARCOP algorithm stems from the adaptive array theory, and

it can flexibly, precisely and simultaneously adjust the array response levels at multiple

angles based on an arbitrarily given weight vector.

(4) A new array response control algorithm named complex-coefficient weight vec-

tor orthogonal decomposition (C2-WORD) is proposed and its application to robust side-

lobe control and synthesis in the presence of steering vector mismatch is investigated.

The proposed algorithm is able to precisely control the upper boundary response level of

a sidelobe point as desired.

(5) A new method to synthesize high-performance beampatterns is presented by

using linear fractional semidefinite relaxation (LFSDR) technique and quasi-convex op-

timization approach. The proposed method performs well and is not limited to the array

configurations and/or noise environments.

(6) A geometric approach to fast array response adjustment with phase-only con-

straint is proposed. The devised algorithm can precisely and rapidly adjust the array

response of a given point by only tuning the excitation phases of a pre-assigned weight

vector. The proposed algorithm provides an analytical solution and guarantees a precise

phase-only adjustment without pattern distortion.

(7) Two secure transmission algorithms for millimeter-wave wireless communica-

tion are proposed. The proposed algorithms are computationally attractive and have ana-

lytical solutions. Different from the existing works that are only feasible for the case of

single-path mmWave channels, the proposed algorithms are applicable to more general

multi-path channels.

(8) A new method is presented to effectively estimate the direction-of-arrival (DOA)

of a source signal and the phase error of a uniform linear array. Assuming that one

sensor (except the reference one) has been calibrated, the proposed method appropriately

reconstructs the data matrix and establishes a series of linear equations with respect to the

unknown parameters through eigenvalue decomposition. The proposed scheme is further

extended to the case of partly calibrated arrays with arbitrary geometries.

Keywords: array signal processing, beampattern control and synthesis, secure wireless

communications, robust array parameter estimation, matrix theory

IV

万方数据



目录

目 录

第一章 绪论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1 研究工作的背景与意义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 阵列信号处理若干问题研究现状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.1 方向图控制与综合研究现状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.1.1 方向图综合研究现状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.1.2 稳健方向图控制研究现状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2.1.3 唯相位方向图控制研究现状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.2 相控阵保密通信研究现状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.3 稳健阵列参数估计研究现状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 本文的主要贡献与创新 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 本论文的结构安排 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

第二章 基于线性空间理论的方向图控制算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1 方向图控制与自适应阵列理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1 方向图控制问题描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.2 自适应阵列理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 A2RC算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.1 最优权向量分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.2 基于特征值分解的权向量确定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.3 基于几何方法的权向量确定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.4 𝜇𝑘的选择 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.5 应用A2RC算法实现方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2.5.1 应用方向图综合时的几项注意 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2.5.2 利用 A2RC算法实现方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2.5.3 与菲利普方法比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2.6 仿真实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.6.1 等电平旁瓣方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.6.2 非等电平旁瓣方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 MA2RC算法和M2A2RC算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3.1 MA2RC算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.2 M2A2RC算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

V

万方数据



目录

2.3.3 M2A2RC算法最优权向量确定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3.4 基于M2A2RC的方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3.5 仿真实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3.5.1 多点方向图控制 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3.5.2 基于M2A2RC的方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.4 OPARC算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.4.1 自适应阵列理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4.2 最优权的更新 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4.3 𝛾𝑘的最优选取 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.4.4 VCM逆矩阵的更新 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.4.5 OPARC性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4.5.1 𝛽𝑘的几何分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4.5.2 最优𝛽𝑘的确定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4.5.3 虚拟协方差矩阵的正定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.4.6 与A2RC算法对比 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4.6.1 权向量更新形式对比 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.4.6.2 虚拟干扰干噪比对比 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4.7 多点OPARC算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.4.7.1 多干扰最优波束形成器 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.4.7.2 多点OPARC问题描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.4.8 多点OPARC算法的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.4.8.1 阵列方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.4.8.2 多约束自适应波束形成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.4.8.3 静态方向图控制 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.4.9 实验仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.4.9.1 方向图变化仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.4.9.2 基于多点OPARC的阵列方向图综合仿真 . . . . . . . . . . . . . . 66

2.4.9.3 基于多点OPARC的多约束自适应波束形成算法 . . . . . . . . 66

2.4.9.4 基于多点OPARC方法的静态方向图控制 . . . . . . . . . . . . . . 68

2.5 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

第三章 基于正交投影理论的方向图控制 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.1 WORD算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.1.1 最优权向量的正交投影解释 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

VI

万方数据



目录

3.1.2 阵列方向图响应与𝛽的关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.1.3 基于WORD算法的方向图控制 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.1.4 𝛽的选择 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.1.5 基于WORD的方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.1.6 实验仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.1.6.1 等距线阵方向图响应控制仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.1.6.2 非等距线性阵列多波束方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.1.6.3 等距线阵平顶方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.1.6.4 二维阵列方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2 C2-WORD算法与稳健C2-WORD算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.2.1 C2-WORD算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.2.1.1 C2-WORD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.2.1.2 𝛽𝑘的选取 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.2.2 C2-WORD与A2RC的关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.2.3 稳健旁瓣控制问题描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.2.4 阵列波束响应的界限分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.2.5 稳健的单点旁瓣响应控制问题描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.2.6 稳健C2-WORD算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.2.7 𝑉𝑑(𝜃𝑘)与𝜀(𝜃𝑘)的限制关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.2.8 实际考虑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.2.8.1 通道幅相误差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3.2.8.2 阵元位置误差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3.2.8.3 互耦误差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

3.2.9 稳健的旁瓣方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.2.10 仿真实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.2.10.1 稳健旁瓣方向图控制 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.2.10.2 基于稳健C2-WORD算法的旁瓣方向图综合 . . . . . . . . . . . 99

3.3 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

第四章 基于斜投影理论的灵活方向图控制算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.1 斜投影定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.2 FARCOP算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.2.1 自适应阵列理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.2.2 最优权的等价表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

VII

万方数据



目录

4.2.2.1 FARCOP算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4.2.2.2 参数确定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.2.2.3 计算复杂度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.2.3 MA2RC与FARCOP比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.2.4 基于FARCOP的方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.2.5 实验仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.2.5.1 FARCOP算法方向图控制性能验证 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.2.5.2 基于FARCOP的方向图综合仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.3 基于斜投影的多点方向图控制算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

4.3.1 基于斜投影的多点方向图控制算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4.3.2 基于斜投影的波束中心无偏移多点控制算法 . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.3.3 斜投影多点方向图控制算法的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.3.4 仿真实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

4.3.4.1 所提算法的方向图控制效果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.3.4.2 方向图综合仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

4.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

第五章 基于拟凸优化的高性能方向图综合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

5.1 问题描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

5.2 线性分式半正定松弛和拟凸优化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

5.2.1 线性分式半正定松弛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

5.2.2 拟凸函数和拟凸优化问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

5.3 基于线性分式半正定松弛和拟凸优化的高性能波束综合 . . . . . . . . . . . . 142

5.3.1 主瓣损失最小化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

5.3.2 凹口电平最小化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.4 仿真实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

5.4.1 主瓣损失最小化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.4.2 凹口电平最小化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

5.5 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

第六章 唯相位方向图控制的几何方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

6.1 唯相位阵列响应调整的几何解释 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

6.2 基于三角形构造的几何解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.3 基于多边形构造的解分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.4 相位确定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

VIII

万方数据



目录

6.5 计算复杂度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

6.6 实验仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

6.6.1 等距线阵旁瓣调整 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

6.6.2 唯相位两波束合成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

6.6.3 随机化阵列配置性能仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

6.7 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

第七章 基于多边形构造的相控阵保密通信方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

7.1 系统模型与问题描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

7.1.1 系统描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

7.1.2 问题描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

7.2 基于多边形构造的相位方程求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

7.2.1 权向量求解的几何解释 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

7.2.2 基于多边形构造的相位求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

7.2.3 解分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

7.3 保密通信算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

7.3.1 基于多边形构造的保密通信 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

7.3.2 基于松弛符号区域的改进保密通信方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

7.3.3 计算复杂度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

7.4 实验仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

7.4.1 固定𝛽取值星座图合成结果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

7.4.2 变化𝛽时的性能测试 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

7.4.3 所提算法的合成结果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

7.4.3.1 QPSK调制 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

7.4.3.2 8-PSK调制 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

7.4.3.3 16-QAM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

7.4.4 所提算法的保密性能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

7.4.5 单路径信道保密性仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

7.5 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

第八章 基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

8.1 基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计–等距线阵情况 . . . . . . . . . . 197

8.1.1 信号模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

8.1.2 所提方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

8.1.2.1 DOA和相位误差估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

IX

万方数据



目录

8.1.2.2 提高实用性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

8.1.3 实验仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

8.1.3.1 空间谱对比 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

8.1.3.2 不同相位误差方差时的估计性能对比 . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

8.1.3.3 不同信噪比时的估计性能对比 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

8.2 基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计–任意阵列情况 . . . . . . . . . . 204

8.2.1 信号模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

8.2.2 所提方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

8.2.2.1 DOA和相位误差估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

8.2.2.2 提高实用性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

8.2.2.3 包含二次约束的最小二乘问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

8.2.2.4 利用凹凸过程进行问题求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

8.2.3 克莱美罗界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

8.2.4 实验仿真 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

8.2.4.1 不同相位误差标准差时的估计性能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

8.2.4.2 不同信噪比时的估计性能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

8.2.4.3 不同快拍数时的估计性能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

8.3 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

第九章 全文总结与展望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

9.1 全文总结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

9.2 后续工作展望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

致 谢 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

附录 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

A.1 定理2.2.1的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

A.2 定理2.2.2的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

A.3 式(2-86)–(2-89)推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

A.4 方程(2-108)相容性的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

A.5 定理2.4.2的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

A.6 定理2.4.3的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

A.7 定理2.4.5的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

A.8 定理2.4.7的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

A.9 式(2-184)的推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

X

万方数据



目录

A.10 推论2.4.1的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

A.11 式(2-187)和式(2-189)的推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

B.1 式(3-16)的推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

B.2 式(3-24)的推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

B.3 引理3.2.1的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

B.4 定理3.2.2的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

B.5 定理3.2.3的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

B.6 定理3.2.4的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

B.7 推论3.2.1的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256

B.8 推论3.2.2的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257

B.9 式(3-70)推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

B.10 方程(3-70)可行性的推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

C.1 定理4.2.1的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262

C.2 式(4-100)推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265

C.3 式(4-101)的推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266

C.4 式(4-103)推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268

C.5 式(4-104)推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268

C.6 式(4-105)推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269

D.1 引理6.2.1的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

D.2 定理6.3.1的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271

E.1 引理7.2.2的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272

E.2 定理7.2.1的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

F.1 式(8-33)的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

攻读博士学位期间取得的成果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

XI

万方数据



缩略词表

缩略词表

A2RC Accurate Array Response Control,精确阵列响应控制

AN Artificial Noise,虚拟噪声

ASM Antenna Subset Modulation,天线子集调制

C2-WORD Complex-Coefficient Weight vector ORthogonal Decomposition,复系数权

向量正交分解

CCP Concave-Convex Procedure,凹凸过程

CP Convex Programming,凸规划

CSI Channel State Information,信道状态信息

DM Directional Modulation,方向调制

ESPRIT Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Technique,旋转因

子不变法

FARCOP Flexible Array Response Control via Oblique Projection,灵活阵列响应控制

INR Interference-to-Noise Ratio,干噪比

LCMV Linearly Constrained Minimum Variance,线性约束最小无畸变

LC-QPC Linearly-Constraint based Quiescent Pattern Control,线性约束静态方向图

控制

M2A2RC Modified Multi-point Accurate Array Response Control,改进的多点精确阵

列响应控制

MA2RC Multi-point Accurate Array Response Control,多点精确阵列响应控制

MIMO Multiple-Input Multiple-Output,多输入多输出

OPARC Optimal and Precise Array Response Control,最优阵列响应控制

PSK Phase Shift Keying,相移键控

PWPA Programmable Weight Phased Array,可编程权向量相控阵

QAM Quadrature Amplitude Modulation,正交幅度调制

QCMV Quadratically Constrained Minimum Variance,二次约束最小方差无畸变

QPSK Quadratic Phase Shift Keying,正交相移键控

SDR Semi-Definite Relaxation,半正定松弛

SINR Signal-to-Interference-plus-Noise Ratio,输出信干噪比

SPA Switched Phase Array,切换相控阵

ULA Uniform Linear Array,等距线性阵列

VCM Virtual Covariance Matrix,虚拟协方差矩阵

WORD Weight vector ORthogonal Decomposition,权向量正交分解

XII

万方数据



主要符号表

主要符号表

R 实数域

C 复数域

(·)H 共轭转置

(·)T 转置

(·)−1 求逆

(·)† 求伪逆

(·)* 共轭

A(𝑚, :) 矩阵A的第𝑚行

A(:,𝑛) 矩阵A的第𝑛列

ℜ(·) 取实部

ℑ(·) 取虚部

ℛ(·) 矩阵的列空间

ℛ⊥(·) 矩阵列空间的正交补空间

𝒩 (·) 矩阵的零空间

I𝑁 𝑁维单位阵

1𝑁 𝑁 ×1维全一向量

0𝑀×𝑁 𝑀 ×𝑁维零矩阵

0𝑁 𝑁 ×1维零向量

∠(·) 求相位

XIII

万方数据



第一章绪论

第一章 绪论

1.1 研究工作的背景与意义

阵列信号处理是信号处理领域中非常重要的一个分支，在雷达、通信、地震

勘探、射电天文等军事和民用领域有着广泛的应用[1–5]。所谓阵列信号处理是指

将一组传感器按一定方式布置在空间的不同位置上，形成传感器阵列，对信号进

行空间和时间采样，然后利用一定的方法对接收数据进行处理，并提取有用信息

的过程。阵列信号处理研究的主要内容包括波束形成、预编码、阵列参数估计、

信号源定位等。

阵列方向图综合（又称作波束赋形）是阵列处理中一个重要研究方向，是一

种使用传感器阵列定向发送和接收信号的信号处理技术。方向图设计与综合对阵

列系统的高性能发挥起着重要作用[6–12]。例如在雷达系统中，通常需要在干扰方

向形成深零陷，从而实现干扰抑制。某些通信系统中，需要设计多波束方向图以

实现对多个用户的数据传输。卫星遥感应用中，需要设计宽主瓣方向图来扩大检

测区域范围。方向图综合中，需要设计天线加权（包括数字加权和模拟加权）使

得所形成的方向图满足特定要求。方向图综合既可以用于信号发射端，又可以用

于信号接收端。随着电磁环境的复杂化，如何进行灵活、稳健、快速、满足特定

硬件要求的方向图设计具有重要的理论和应用价值。

随着无线网络数据量需求的提高，新型应用层出不穷，迫切需要新技术来解

决数据速率和容量等方面的问题。在此背景下，用于室内和室外无线通信的毫米

波技术已成为提供高速数据链路的新方向。可以预见，毫米波无线通信将在未来

移动网络中发挥重要作用[13–16]。与传统移动通信相比，毫米波段可以提供足够的

频谱带宽，因此可以支撑大规模传输容量。由于毫米波段电磁波波长较小，天线

间距可以很小，所以毫米波通信系统中收发设备可以配置大规模天线阵列。大规

模天线的部署可以提供大的阵列增益，从而可以弥补毫米波信道的路径损失。然

而，与传统无线通信系统类似，毫米波通信中数据可能被窃听器窃取。如何提高

毫米波通信的安全性至关重要。另外，随着数据量和天线个数的增加，学者们提

出了多种能量有效的硬件结构，包括混合数字模拟结构、恒模预编码结构、相控

阵传输结构等。因此，研究适用于某硬件结构的毫米波保密通信算法具有重要的

理论和应用价值。

阵列参数估计是阵列信号处理的一个重要研究方向，其中波达方向(Direction-

of-Arrival,DOA)估计在阵列参数估计中起着重要作用 [17–22]。对由多个阵元组成
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的阵列接收信号进行空域处理，即可估计信号的波达方向，而这也是雷达、声

纳和通信等各领域的重要任务之一。传统的常规波束形成算法可实现DOA估计。

该类算法使波束输出功率在某一个方向为最大，实际上是传统的时域傅立叶谱估

计算法的一种空域扩展形式。由于常规波束形成算法的DOA估计性能受限于阵

列孔径，众多学者相继提出一系列高分辨DOA估计算法。其中有代表性的高分

辨DOA估计算法包括MUSIC算法[23]， ESPRIT算法[24]，最大似然估计方法[25]等，

这些方法通常需要精确已知阵列流形矢量。在实际应用中，阵列不可避免地存在

着多种误差，如阵列天线各阵元电磁特性不一致、阵元位置未精确已知、阵元间

互耦等。这些误差导致实际阵列流形与理想阵列流形存在偏差。阵列流形失配使

得传统高分辨DOA估计方法性能下降甚至失效。因此，研究存在阵列误差时的稳

健参数估计具有重要的理论意义和实用价值，是阵列信号处理技术能够获得广泛

应用的关键所在。

本论文在上述背景下，围绕相关课题，研究阵列方向图控制理论与算法，主

要内容包括方向图控制与综合，相控阵模式保密通信方法，稳健阵列参数估计方

法等。下面分别对这几方面的现状进行简要介绍。

1.2 阵列信号处理若干问题研究现状

1.2.1 方向图控制与综合研究现状

下面从一般的方向图综合方法，稳健方向图综合，以及唯相位方向图综合三

个方面进行介绍。

1.2.1.1 方向图综合研究现状

过去二三十年里，方向图综合受到国内外学者的广泛关注，众多方向图综合

技术相继出现。文献[26–28]中的传统加权算法可以提供解析解，但是这些方法只

适用于特定阵列结构或特定方向图设计问题。为了实现适用于任意阵列的方向图

综合方法，学者们提出基于随机方式的全局优化解决方案，如基于遗传算法[29]、

粒子群优化算法[30]和模拟退火算法[31]的方向图综合技术。然而，由于上述方法

需要全局搜索，通常运算量大。尤其当应用大规模阵列时，全局搜索方法需要消

耗较长时间得到满意的方向图结果。另有一类方向图综合方法基于自适应阵列原

理[32–36]。这类方法通过迭代添加虚拟干扰使得合成方向图与期望方向图偏差最

小。需要注意的是，现有的基于自适应阵列理论的方向图综合利用经验方式选取

干扰功率，无法对给定方向电平进行精确控制。
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最近，文献[37]和[38]提出了基于天线阵元选择的方向图置零方案。这类方法

利用射频开关的状态切换来控制波束方向图。文献[39]提出几乎差集的概念，用

来设计稀布平面阵列的方向图。利用几乎差集和阵列谱可以预测峰值旁瓣电平，

从而可实现低旁瓣方向图综合。文献[40]利用一种新的稀疏正则化方法实现了对

连续群集阵列的方向图综合。利用广义特征值分解，文献[41]提出一种最大效率

方向图综合方法。需要注意的是，上述方法仅适用于线性阵列或矩形阵列，无法

扩展至一般结构阵列中。

另一类方向图综合算法基于凸优化理论[42]来实现。举例来说，文献[43]将方

向图综合问题建模为凸优化问题，在此基础上利用内点法进行求解。然而，该

方法只适用于某些特定方向图综合问题。当期望方向图包含下限约束要求时，得

到的问题通常是非凸的，从而无法利用凸优化理论进行建模和求解。为了实现

包含电平下限约束时的方向图综合，文献[44]考虑对称线性和平面阵列，通过引

入共轭对称权向量将非凸问题转换为凸问题，从而实现了特殊阵列下具有电平下

限约束的方向图综合。文献[45]将半正定松弛[46]思想引入到方向图综合中，将非

凸的方向图综合进行松弛建模。该方案利用迭代方式对权向量进行求解，从而降

低了由于松弛操作所带来的松弛误差。但是，由于松弛后的问题与原问题不同，

半正定松弛只能得到近似解。另有一些凸优化类方法利用工具包进行求解[47–49]。

此外，有学者分别提出利用最小二乘法[50, 51]、快速傅里叶变换[52]、激励匹配方

法[53]进行问题求解。需要指出的是，上述方法均无法实现精确方向图控制。所

以，即使期望方向图出现一点变化，上述方法均需要重新进行方向图设计。

1.2.1.2 稳健方向图控制研究现状

实际阵列系统中难免存在各种误差，如何在阵列存在误差时进行稳健方向图

控制与综合具有重要的理论和应用价值。文献[54]提出一种稳健的旁瓣方向图综

合方法，可在阵列导向矢量存在未知扰动时进行稳健的旁瓣合成。该方法考虑最

差性能优化问题，将稳健旁瓣控制问题建模为凸优化问题，并利用工具包进行求

解。然而，该方法只能用来合成等电平旁瓣，当期望旁瓣为非等电平时无法应用。

文献[55]提出一种稳健方向图综合方法，该方法考虑阵元间互耦效应，并提出两

种解决方案。但是，由于需要提前计算或估计互耦误差矩阵，该方法在实际工程

中实用性较低。文献[56]考虑存在阵列误差时的稳健宽带天线阵列方向图综合问

题，并提出九种不同的优化准则进行问题建模及求解。

除了上述确定性稳健方向图综合方法之外，有不少工作考虑存在阵列误差下

的稳健自适应波束问题，详见文献[57–63]。稳健自适应波束形成中需要形成满意
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的方向图以抑制非理想的干扰和噪声。另外需要指出的是，稳健方向图控制问题

不同于文献[64–68]中讨论的方向图扰动分析问题。扰动分析中假设权向量存在扰

动，而阵列导向矢量不存在误差。

1.2.1.3 唯相位方向图控制研究现状

为了简化波束形成网络，降低系统成本，学者们提出唯相位阵列结构及唯相

位方向图控制的概念[69–71]。唯相位方向图控制中，天线阵列的激励幅度固定为常

数，只有相位激励可调。唯相位结构使得各天线阵元可以共用一个功率驱动网络。

与传统结构中利用数字模块调节激励幅度相比，唯相位结构的能量效率更高，从

而可以降低能量消耗[72]。而且在唯相位结构中，仅需要移相器即可实现可重构的

方向图，其硬件成本低。

近年来，学者提出唯相位方向图控制或方向图综合解决方案。文献[73]考虑

可重构共形阵列的唯相位方向图综合问题。该方法将唯相位方向图综合问题建

模为交集寻找问题，并利用广义投影算法进行问题求解。文献[74]考虑了线性或

矩形阵列的唯相位方向图综合问题。该方法可以合成具有最小峰值旁瓣电平的方

向图。文献[75]利用波束相加的概念进行唯相位方向图综合，且问题可以高效求

解。文献[76]提出一种直接数据域最小二乘问题进行唯相位方向图综合。另外，文

献[77]研究了最小无冗余稀疏阵列的唯相位和差波束方向图综合问题。文献[78]考

虑了非对称方向图综合问题，并使用奇相位激励技术得到了等距线阵相位加权的

解析表达式。另外有多种经典的唯相位方向图控制方法，如连续投影算法[79]，交

集方法[80]，零陷扰动方法[81]，双二次规划方法[82]等。

随着凸优化理论的发展成熟，学者们提出利用凸优化对唯相位方向图控制问

题进行建模和求解。比如，文献[45]使用半正定松弛[46]进行唯相位方向图控制。

文献[83]使用一种凸松弛方法对唯相位问题进行松弛变换，并利用交替优化对松

弛后的问题进行求解。需要指出的是，上述两种唯相位方向图控制方法只能得到

近似解，这是因为两种松弛操作改变了原始问题。

作为一种特殊的唯相位方向图控制技术，唯相位干扰置零也是学者们探索和

研究的方向。文献[84]从理论和技术两个角度对自适应旁瓣置零的唯相位解进行

了分析。文献[85]在假设相位扰动较小的情况下，利用一阶近似方法得到了具有

解析表达式的干扰置零权向量。在不对相位扰动进行约束的情况下，文献[86]使

用非线性规划实现了对称位置的唯相位干扰置零。文献[48]考虑任意阵列的唯相

位干扰置零问题，并利用半正定松弛方法进行权向量求解。除了上述方法之外，

还有一些实现自适应唯相位干扰置零的其它方法，如神经网络[87]，遗传算法[88]，
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最陡下降法 [89]，共轭梯度或牛顿算法[90]。通常情况下，上述方法的运算复杂度

较高，且可能只会得到性能较差的局部最优解。

需要注意的是，以上各方法缺乏对方向图控制的灵活性。具体来说，如果期

望方向图发生任何变化，均需要重新进行唯相位权向量设计。因此研究快速唯相

位方向图控制方法具有重要的理论和应用价值。

1.2.2 相控阵保密通信研究现状

过去几年里，不少学者提出物理层保密方法以增强数据传输的安全性 [91–93]。

在窃听设备信道状态信息(Channel State Information,CSI)精确已知的情况下，可以

通过沿窃听器方向形成深零陷来防止信息泄露。然而，由于窃听器一般是非合作

的，很难准确获取其CSI。为了实现在窃听器信道信息未知或部分已知情况下的

保密通信，文献[94]提出了虚拟噪声(Artificial Noise,AN)的概念。虚拟噪声方法在

目标信道的正交补空间中添加额外的噪声成分来扰乱窃听器。由于虚拟噪声成分

与目标信道相互正交，所以虚拟噪声的加入不会影响目标设备的信息传输。但是，

尽管虚拟噪声的加入可以有效防止数据泄露，虚拟噪声同时降低了数据传输的能

量效率，所以在目标用户处会产生较低的信干噪比[95]。

最近，有不少学者提出利用方向调制(Directional Modulation,DM)技术提高目

标用户信息传输的安全性。方向调制可以在期望方向形成理想的星座图，而在其

它方向形成扰乱的接收数据。特别地，文献[96]利用相控阵作为发射机，通过变化

发射权来增强目标用户通信的安全性。该方案中，发射权向量以符号速率进行改

变，时变权在保证目标用户接收的前提下扰乱其它方向的接收信号。文献[97]利

用4阵元相控阵对上述方案进行了试验，并实现了正交相移键控(Quadratic Phase

Shift Keying,QPSK)调制的安全通信。然而，该试验中使用遗传算法设计时变的发

射权向量，只可以得到有限个近似解，且运算量很大。基于方向调制的思想，文

献[98]提出了一种适用于毫米波通信系统的低复杂度安全通信方法，称为天线子

集调制(Antenna Subset Modulation,ASM)。在ASM技术中，天线辐射方向图在射频

端以符号速率进行调制，从而实现了方位依赖数据传输。 ASM技术利用开关电

路对天线阵元的选通状态进行控制，不同信息发送时刻选通天线阵元的个数是一

样的。由于开关电路状态是随机切换的，且目标信道矢量与发射权具有潜在的共

轭对称性，所以不同时刻下对目标用户可以实现可靠的通信，而在其它方向的信

号接收是扰乱的。类似地，文献[99]提出切换相控阵(Switched Phase Array,SPA)发

射结构。 SPA结构中每一个发射时间只有一个天线阵元是静默的，所以其激活

的天线个数比ASM方案要多。另一种ASM的改进方案使用一种新型的可编程权
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向量相控阵 (Programmable Weight Phased Array,PWPA)结构[100]。 PWPA方案利用

权向量的可编程特性实现对非目标用户方向的接收信号进行扰乱。另有一些保

密通信方法将DM技术与新型的阵列结构相结合，如文献[101]利用混合多输入多

输出(Multiple-Input Multiple-Output,MIMO)相控阵时间调制DM技术实现物理层保

密。

需要指出的是，文献[98–101]中的保密通信方案只适用于单路径毫米波信道，

因为这类方法本质上利用了目标信道矢量的恒模特性。对于多径信道，信道向量

不再具有恒模性质，此时不同的发射权在目标用户上会得到不同的输出结果，这

使得目标用户的接收信号被扰乱或无法进行灵活控制。而且，这些保密通信方法

只适用于相移键控(Phase Shift Keying,PSK)调制。适用于其它调制类型的保密通信

方案仍需进一步开发与研究。

1.2.3 稳健阵列参数估计研究现状

为了实现阵列存在误差时稳健的DOA参数估计，国内外学者提出了多种有效

的DOA估计方法 [102–109]。例如，Weiss和Friedlander提出交替迭代的DOA与幅相

误差联合估计方法（通常被称为WF算法）[110]。然而，WF算法在大相位误差环

境下性能严重恶化。文献[111]和[112]中的特征结构方法在大相位误差环境下表

现良好。但是，这两种方法需要额外的两个校正源才能完成未知参数估计。文

献[113]提出一种基于最大似然估计的DOA与误差估计方法。但是，该方法计算量

大，且需要方位精确已知的校正源。文献[114]利用相位恢复方法进行DOA和误差

参数估计。文献[115]将阵列误差建模为随机参数，并通过最大后验方法来估计误

差扰动量。该方法可以实现误差的自校正，但是需要提前已知扰动参数的二阶累

积量。文献[116]提出一种估计阵列幅相误差的子空间方法，该方法在DOA角度已

知时性能良好。文献[117]利用MUSIC谱特性进行实际误差校正。该方法适用于任

意阵列，但需要提前已知至少一个信源的方位信息。最近，文献[118]提出一种基

于盲源分离的DOA与阵列误差校正方法。该方法需要进行空间谱搜索，所以当应

用二维阵列时计算量较大。

除了上述DOA与误差参数估计方法之外，另有一些方法利用阵列几何结构或

者协方差矩阵的特殊性质来进行稳健参数估计。例如，文献[119]利用等距线阵协

方差矩阵的托普利兹性质估计幅相误差参数。该方法在文献[120]中得到进一步改

进，改进方法具有低复杂度，且性能更好。文献[121]通过利用采样协方差矩阵的

已有信息进行稳健DOA估计。另外，文献[122]研究了嵌套阵列的模型误差参数估

计问题，并利用协方差矩阵的部分托普利兹结构进行参数恢复。上述方法仅适用

于某种特殊阵列，尚无法扩展至任意几何结构阵列中。
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前不久，部分校正阵列[123–125]成为阵列信号处理的一个热点研究方向。部分

校正阵列中假设少量阵元已被完全校正，而其余阵元尚未被校正。文献[126]研究

了部分校正子阵的参数估计问题，并利用谱降秩算法确定未知的DOA信息。利用

传统ESPRIT方法的参数估计原理，文献[127]提出了一种计算量低的伪ESPRIT算

法。该方法可以实现DOA与未知幅相误差参数的联合估计，且具有解析解。文

献[128]对伪ESPRIT方法进行了深入讨论，给出了DOA可辨识条件，并提出一种

分层优化的方法来改善参数估计性能。除此之外，文献[129]将伪ESPRIT算法扩展

至非均匀噪声环境中。需要指出的是，文献[126–129]中的方法需要至少一组相邻

的已校正阵元进行参数确定。另外，伪ESPRIT算法只适用于等距线阵，无法应用

于其它几何结构阵列中。

1.3 本文的主要贡献与创新

本文在上述背景下，研究阵列方向图控制理论与算法。内容涵盖方向图控制

与综合、稳健旁瓣电平控制、唯相位方向图调整、相控阵传输保密通信发射权设

计、稳健阵列参数估计等问题。本文研究涉及的理论与方法包括线性空间理论、

正交投影理论、斜投影理论、优化理论、几何多边形构造方法、欧拉公式等。本

文主要贡献与创新可概括如下：

(1)新的方向图控制理论与方法

传统的方向图设计方法没有解析形式解，且通常运算量较大，无法实时实现。

本文提出了一系列方向图设计与综合算法，建立了阵列方向图精确控制理论，为

阵列处理的高性能发挥奠定了基础。具体地，针对阵列响应控制和方向图综合问

题，对自适应权向量进行深入分析，结合子空间理论提出了一种简单有效的单点

阵列方向图控制方法。该方法具有解析表达式同时可以有效避免方向图畸变现象。

通过迭代应用所提方法，实现了方向图的快速合成。该方法突破了传统的方向图

整体设计的框架，创造性地利用单点精确控制的概念实现方向图合成。该工作完

善了阵列方向图综合理论，所提方法运算量低，收敛性能好，尤其适用于大规模

阵列的波束合成。在上述工作基础上，本文基于正交投影理论提出了权向量正交

分解算法，得到了更高效的权向量更新形式。该方法是正交投影理论与阵列方向

图综合的首次结合应用。在考虑阵列增益的情况下，由自适应阵列理论导出了最

优阵列响应控制算法，并提出协方差矩阵加载的概念，得到了数据独立波束形成

与数据依赖波束形成的内在关系。为实现独立控制各点方向图，本文对自适应最

优权向量进行深入分析，得到了其等价表述形式，并借助斜投影理论提出灵活方

向图控制算法。另外，基于矩阵理论，本文将单点阵列方向图控制问题推广到多
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点控制中。针对波束中心偏移问题，进一步提出了基于斜投影的多点方向图控制

和综合算法，实现了无波束中心偏移的方向图控制，克服了方向图控制中的增益

下降问题。为了实现稳健的阵列方向图控制，本文考虑阵列存在误差时的方向图

合成方法，提出复系数权向量正交分解算法以及其稳健算法，提高了方向图控制

的稳健性。本文还研究了高性能阵列方向图综合问题，将方向图综合问题建模为

非凸问题，并利用拟凸优化和半正定松弛方法来解决该非凸问题，算法可以得到

较高的阵列增益。

(2)相控阵在低功耗保密无线通信中的应用

毫米波无线通信在未来移动网络中具有广泛的应用前景。类似于传统的无线

通信系统，毫米波通信可能会遭受窃听，从而造成信息泄露。为了实现毫米波保

密通信，本文研究了低功耗的毫米波保密通信方法。作为相控阵的扩展应用，本

文提出了一种低功耗及硬件成本的保密通信方法，完善了毫米波保密通信的理论。

已有的保密通信方法一般利用开关电路状态切换来扰乱窃听方向的接收信号，且

一般仅适用于特定信道模型。针对毫米波通信安全问题，本文提出一种相控阵传

输模式下的保密通信方法，算法简单新颖且性能优越。由于相控阵传输模式的唯

相位约束，发射权向量只有相位可变，针对此限制本文创造性地利用多边形构造

方法实现权向量求解，并提出以符号级速率进行权向量更新。该方法是几何方法

在保密通信中的首次应用，算法有解析表达式。所提模型不需要开关电路，硬件

成本低，尤其适用于大规模阵列。

(3)稳健的阵列参数估计理论与方法

本文针对误差环境下的阵列参数估计问题进行了研究，提出了一系列稳健的

阵列参数估计方法，完善了阵列参数估计的理论和算法。具体地，针对实际阵

列误差校正过程中校正源难以精确设置的问题，本文研究了等距线阵存在相位

误差时的DOA估计问题，提出了一种基于单辅助阵元的DOA与相位误差联合估

计方法。所提方法以欧拉公式为基础，对阵列数据进行错位相加并由此建立关

于DOA与相位误差的方程组，最终通过求解最小二乘问题来解析得到DOA以及相

位误差值。所提方法不需要方位精确已知的校正源，可实现信源DOA与阵列相位

误差的联合估计，避免了阵列误差校正过程中校正源需要精确安置的难题。在上

述成果基础上，本文研究了适用于任意结构部分校正阵列的DOA与相位误差联合

估计问题。类似于等距线阵，本文将参数估计问题建模为包含二次约束的最小二

乘问题。利用凹凸过程进行问题求解，本文实现了任意结构阵列下的DOA与相位

误差联合估计。所提方法简单有效、实用性强，尤其适用于对共形阵列进行误差

校正。
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1.4 本论文的结构安排

本论文共分为九章，研究内容和各章节结构分布如图1-1所示，章节结构具体

安排如下：

第二章研究了基于线性空间理论的方向图控制算法。首先提出一种精确阵

列响应控制算法A2RC算法，可以实现单点方向图电平的精确控制。通过迭代应

用A2RC算法，实现了方向图的快速合成。在A2RC算法的基础上，提出一种多

点精确阵列响应控制算法MA2RC，从而减少了方向图综合过程中的迭代次数。

通过对MA2RC算法进行改进，提出一种 M2A2RC算法，从而实现了无波束中心

偏移的多点方向图电平控制。另外考虑了最优精确阵列响应控制问题，提出一

种OPARC算法，并探讨了 OPARC算法的实际应用。

第三章研究了基于正交投影理论的方向图控制算法。首先对自适应波束形

成最优权进行重新表示，提出一种基于权向量正交分解的单点方向图电平控制

算法（WORD算法）。相比于A2RC算法，WORD算法的参数选取方式更加灵活。

在WORD算法的基础上，提出一种复系数权向量正交分解算法（C2-WORD算法）。

C2-WORD算法以阵列增益最大化作为优化准则，且有解析解。在C2-WORD算法

的基础上，进一步提出一种稳健C2-WORD算法。稳健C2-WORD算法可以在阵列

存在误差时进行旁瓣控制。

第四章研究了基于斜投影理论的灵活方向图控制算法。首先对自适应波束形

成最优权进行重新表示，提出FARCOP算法。 FARCOP算法可以实现对多个角度

方向图电平的独立控制。另外分别考虑了基于斜投影的多点方向图控制算法和基

于斜投影的波束中心无偏移的多点控制算法。

第五章研究了基于拟凸优化的高性能波束赋形方法。首先介绍了线性分式半

正定松弛和拟凸优化。在此基础上提出一种基于线性分式半正定松弛和拟凸优化

的高性能波束方向图综合方法。所提方法考虑了主瓣损失最小化和凹口电平最小

化两种场景。

第六章研究了唯相位方向图控制的几何方法。首先研究了唯相位阵列响应调

整的几何解释，在此基础上提出利用多边形构成进行问题求解。之后对几何方法

的解进行了深入分析，并提出一种基于WORD方法的相位确定算法。所提的几何

方法可以有效避免方向图畸变现象，实验仿真证实了所提方法的有效性。

第七章研究了基于多边形构造的相控阵保密通信方法。考虑相控阵发射模式

下的保密通信问题，将问题建模为多边形构造问题。之后详细介绍了基于多边形

构造的相控阵发射权设计方法，并提出两种基于时变权的保密通信方法。所提方
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( )
MA2RC算法、M2A2RC算法

A2RC算法

( )

( )

WORD算法

C2-WORD算法、稳健
C2-WORD算法

FARCOP算法

斜投影多点方向图
控制算法

( )
拟凸优化高性能方向图综合

( )
唯相位方向图控制的

几何方法

基于多边形构造的相控阵保密通信方法(第七章)

基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计(第八章)

图 1-1论文研究内容和章节分布结构图

法可以应用于多径毫米波信道，且对调制方式无限制。仿真结果证实了所提方法

的有效性。

第八章研究了基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计方法。首先研究了等

距线阵情况下的DOA与相位误差联合估计问题，提出一种基于欧拉公式和数据相

加的部分校正阵列参数估计方法。在此基础上，研究了适用于任意阵列的DOA与

相位误差联合估计方法。此时问题建模为包含二次约束的最小二乘问题，最后利

用凹凸过程对问题进行了求解。

第九章对全文进行总结，并给出了未来可能的研究方向。
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第二章基于线性空间理论的方向图控制算法

第二章 基于线性空间理论的方向图控制算法

方向图控制与综合是阵列信号处理的重要研究方向。传统基于加权的方向图

控制方法[26–28]可以提供解析解，但是这些方法只适用于特定阵列结构或特定方向

图设计问题。另有基于全局优化方法的方向图综合技术，但通常运算量较大，需

要花费较长时间得到满意的方向图结果。此外，基于自适应阵列原理[32–36]的方向

图控制方法通过迭代添加虚拟干扰来改变方向图形状。但此类方法需要利用经验

方式选取干扰功率，无法对给定方向电平进行精确控制。需要指出的是，已有方

法在期望方向图发生变化时均需要重新进行方向图设计。

本章研究基于线性空间理论的方向图控制算法。首先提出一种精确阵列响应

控制算法A2RC算法，可以实现单点方向图电平的精确控制。通过迭代应用A2RC算

法，实现了方向图的快速合成。在A2RC算法的基础上，提出一种多点精确阵列响

应控制算法MA2RC，从而减少了方向图综合过程中的迭代次数。通过对MA2RC算

法进行改进，提出一种 M2A2RC算法，从而实现了无波束中心偏移的多点方向图

电平控制。另外考虑了最优精确阵列响应控制问题，提出一种OPARC算法，并探

讨了 OPARC算法的实际应用。

2.1 方向图控制与自适应阵列理论

2.1.1 方向图控制问题描述

考虑任意结构阵列，阵元数目为𝑁。在𝜃方向，阵列导向矢量可以表示为：

a(𝜃) = [𝑔1(𝜃)𝑒
−𝑗𝜔𝜏1(𝜃), · · · ,𝑔𝑁 (𝜃)𝑒−𝑗𝜔𝜏𝑁 (𝜃)]T (2-1)

其中𝑔𝑛(𝜃)表示第𝑛个阵元的方向图，𝜏𝑛(𝜃)表示第𝑛个阵元与参考阵元的时延，𝜔为

工作频率，𝑛= 1, · · · ,𝑁。则阵列辐射方向图可以表示为：

𝑓(𝜃) =wHa(𝜃) (2-2)

其中w 为𝑁维权向量。在方向图控制问题中，我们需要设置权向量w，使得幅度

方向图 |𝑓(𝜃)|满足特定要求。
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2.1.2 自适应阵列理论

由上一小节可以知道，方向图控制问题不依赖于阵列接收数据。根据自适应

阵列理论，方向图可以根据接收数据来自适应地合成。这种场景下得到的权向量

称为自适应权。可以通过最大输出信干噪比(Signal-to-Interference-plus-Noise Ra-

tio,SINR)准则来进行最优自适应权设计。所得到的最优权可以表示为：

w𝑜𝑝𝑡 = 𝛼R−1
𝑛+𝑖a(𝜃0) (2-3)

其中𝛼为归一化因子， a(𝜃0)为信号导向矢量， R𝑛+𝑖 为𝑁 ×𝑁的噪声加干扰协

方差矩阵。若仅考虑单个干扰，同时假设噪声在空域上为独立于干扰的白噪声，

则R𝑛+𝑖可以表示为：

R𝑛+𝑖 = 𝜎2𝑛I+𝜎
2
𝑖 a(𝜃𝑖)a

H(𝜃𝑖) (2-4)

其中𝜎2𝑛和𝜎
2
𝑖分别代表噪声功率和干扰功率，a(𝜃𝑖)为干扰导向矢量。

2.2 A2RC算法

数据依赖自适应波束形成方法可以在干扰方向形成深零陷，但是如何精确控

制特定方向的方向图电平仍需要解决。本节介绍一种精确阵列响应控制算法。

2.2.1 最优权向量分析

下面首先对最优权向量w𝑜𝑝𝑡进行深入分析。应用矩阵求逆法则，式(2-3)的最

终权向量w𝑜𝑝𝑡可以重新表示为：

w𝑜𝑝𝑡 = 𝛼R−1
𝑛+𝑖a(𝜃0) =

𝛼

𝜎2𝑛

⎛⎝a(𝜃0)−
𝜎2𝑖
𝜎2𝑛

a(𝜃𝑖)aH(𝜃𝑖)a(𝜃0)

1+
𝜎2𝑖
𝜎2𝑛

‖a(𝜃𝑖)‖22

⎞⎠ (2-5)

其中因子𝛼/𝜎2𝑛不影响最终性能，下文中将会省略。则最优权（记作w⋆）可以进一

步表示为：

w⋆ =w0+𝜇a(𝜃𝑖) (2-6)

其中w0为静态权或初始权向量，定义为：

w0 , a(𝜃0) (2-7)

式(2-6)中的𝜇为复常数满足：

𝜇=− INRaH(𝜃𝑖)a(𝜃0)

1+INR‖a(𝜃𝑖)‖22
(2-8)

其中INR = 𝜎2𝑖 /𝜎
2
𝑛表示干噪比。
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由式(2-6)可以看出，最优权向量可以表示为两项求和。第一项为静态权向

量w0，该向量无法抑制干扰。由于最终的最优权可以认为在w0的基础上进行修

正，我们称w0为初始权向量。第二项为干扰导向矢量a(𝜃𝑖)与复常数𝜇（与干噪比

有关）的乘积。基于此，最优权对应的方向图功率响应（记作𝑃⋆(𝜃)）可以表示

为：

𝑃⋆(𝜃) = |wH
⋆ a(𝜃)|2 = |wH

0 a(𝜃)|
2+ |𝜇*𝑣(𝜃,𝜃𝑖)|2+2Re(𝜇wH

0 a(𝜃)𝑣(𝜃𝑖, 𝜃))

= 𝑃𝑖(𝜃)+𝑃𝑎(𝜃)+𝑃𝑐(𝜃) (2-9)

其中𝑣(𝜃𝑖, 𝜃)为a(𝜃𝑖)与a(𝜃)的内积，定义为：

𝑣(𝜃𝑖, 𝜃) = aH(𝜃)a(𝜃𝑖) (2-10)

式(2-9)中 𝑃𝑖(𝜃) , |wH
0 a(𝜃)|2 为初始权w0对应的功率方向图， 𝑃𝑎(𝜃) , |𝜇*𝑣(𝜃,𝜃𝑖)|2

为非负项， 𝑃𝑐(𝜃), 2Re(𝜇wH
0 a(𝜃)𝑣(𝜃𝑖, 𝜃))为交叉项，正负未知。

给定某个权向量w，下面我们定义𝜃𝑖方向相对于𝜃0方向的归一化功率方向图

为：

𝐿(𝜃𝑖, 𝜃0) =
𝑃 (𝜃𝑖)

𝑃 (𝜃0)
=

|wHa(𝜃𝑖)|2

|wHa(𝜃0)|2
(2-11)

同时称𝐿(𝜃𝑖, 𝜃0)的分母项为归一化功率响应的归一化因子。

基于此，初始权向量w0的归一化功率方向图响应可以表示为：

𝐿0(𝜃𝑖, 𝜃0) =
𝑃𝑖(𝜃𝑖)

𝑃𝑖(𝜃0)
=

|wH
0 a(𝜃𝑖)|2

|wH
0 a(𝜃0)|2

=
|𝑣(𝜃𝑖, 𝜃0)|2

‖a(𝜃0)‖42
(2-12)

相应地，最优权向量w⋆的归一化方向图响应为：

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0) =
𝑃⋆(𝜃𝑖)

𝑃⋆(𝜃0)
=

|wH
⋆ a(𝜃𝑖)|2

|wH
⋆ a(𝜃0)|2

(2-13)

显然，我们有 𝐿⋆(𝜃0, 𝜃0) = 𝐿0(𝜃0, 𝜃0) = 1。

由上述分析不难看出，通过添加𝜇a(𝜃𝑖)将初始权w0转变为w⋆，方向𝜃𝑖处的归

一化响应也会改变。基于此，通过比较𝐿0(𝜃𝑖, 𝜃0)和𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)，可以发现精确方向

图控制的机制。具体地，可以将𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)展开为下面形式：

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0) =
|wH

⋆ a(𝜃𝑖)|2

|wH
⋆ a(𝜃0)|2

=
𝑃𝑖(𝜃𝑖)+𝑃𝑎(𝜃𝑖)+𝑃𝑐(𝜃𝑖)

𝑃𝑖(𝜃0)+𝑃𝑎(𝜃0)+𝑃𝑐(𝜃0)

=

|𝑣(𝜃𝑖, 𝜃0)|2
(︂
1+
(︁

𝜎2𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖
2
2

𝜎2𝑛+𝜎
2
𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖

2
2

)︁2
− 2𝜎2𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖

2
2

𝜎2𝑛+𝜎
2
𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖

2
2

)︂
‖a(𝜃0)‖42+

(︁
𝜎2𝑖 |𝑣(𝜃𝑖,𝜃0)|2
𝜎2𝑛+𝜎

2
𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖

2
2

)︁2
− 2𝜎2𝑖 ‖a(𝜃0)‖

2
2|𝑣(𝜃𝑖,𝜃0)|2

𝜎2𝑛+𝜎
2
𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖

2
2

=
|𝑣(𝜃𝑖, 𝜃0)|2(︀

(‖a(𝜃0)‖22‖a(𝜃𝑖)‖22−|𝑣(𝜃𝑖, 𝜃0)|2)INR+‖a(𝜃0)‖22
)︀2 (2-14)
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通过比较式(2-12)和(2-14)可以发现，如果下式成立：⃒⃒
(‖a(𝜃0)‖22‖a(𝜃𝑖)‖22−|𝑣(𝜃𝑖, 𝜃0)|2)INR+‖a(𝜃0)‖22

⃒⃒
< ‖a(𝜃0)‖22 (2-15)

则有𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0) > 𝐿0(𝜃𝑖, 𝜃0)，反之亦然。而且，根据柯西施瓦茨不等式，我们可以

得到：

‖a(𝜃0)‖22‖a(𝜃𝑖)‖22 ≥ |𝑣(𝜃𝑖, 𝜃0)|2 (2-16)

进一步，如果将INR视为可正可负的实值变量，我们可以得到下面结论：

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)

⎧⎨⎩ > 𝐿0(𝜃𝑖, 𝜃0), 如果 INR ∈ I
≤ 𝐿0(𝜃𝑖, 𝜃0), 其它

(2-17)

其中I=
(︁

−2‖a(𝜃0)‖22
‖a(𝜃0)‖22‖a(𝜃𝑖)‖

2
2−|𝑣(𝜃𝑖,𝜃0)|2

,0
)︁

.

需要注意的是，上面分析中将变量INR视为可正可负的实值变量，这与数据

依赖处理算法中的概念不同。由于𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)依赖于INR，下面我们将𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)记

作 𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0, INR)。不难验证，如果INR = 0或者
−2‖a(𝜃0)‖22

‖a(𝜃0)‖22‖a(𝜃𝑖)‖
2
2−|𝑣(𝜃𝑖,𝜃0)|2

，可以得

到 𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0, INR) = 𝐿0(𝜃𝑖, 𝜃0)。

为了说明上述结论，我们下面考虑𝑁 = 16阵元等距线性阵列。阵元间距为半

波长。取𝜃0 = 0∘，𝜃𝑖 = 20∘，可以得到𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0, INR)和𝐿0(𝜃𝑖, 𝜃0) 随INR变化曲线，

如图2-1所示。

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
10

-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

10
6

L

L
0

L
*

图 2-1 𝐿*和𝐿0随干噪比变化曲线

由图可以看出，当INR> 0时，有𝐿⋆(20
∘,0∘, INR)小于𝐿0(20

∘,0∘)。实际上，这

与数据依赖波束形成方法抑制干扰的概念一致。另外发现，如果 a(𝜃0) ̸= 𝛽a(𝜃𝑖)对

于任意𝛽 ∈C均成立，则给定任意的𝜌 > 0，一定存在（一个或多个）INR使得下面

14

万方数据



第二章基于线性空间理论的方向图控制算法

结果成立：

𝐿⋆(20
∘,0∘, INR) = 𝜌 (2-18)

由此可以得到下面引理。

引理 2.2.1 任意给定𝜃0和𝜃𝑖，假设 a(𝜃0) ̸= 𝛽a(𝜃𝑖)对于任意 𝛽 ∈ C均成立。则
对于任意𝜌◁ > 0，一定存在INR◁ ∈ R使得下式成立：

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0, INR◁) = 𝜌◁ (2-19)

证明 任意给定𝜃0和𝜃𝑖，如果 a(𝜃0) ̸= 𝛽a(𝜃𝑖)对于任意 𝛽 ∈ C均成立，根据柯
西施瓦茨不等式可以得到‖a(𝜃0)‖22‖a(𝜃𝑖)‖22 > |𝑣(𝜃𝑖, 𝜃0)|2。而且，当INR→±∞时，
𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0, INR)→ 0。当INR =

−‖a(𝜃0)‖22
‖a(𝜃0)‖22‖a(𝜃𝑖)‖

2
2−|𝑣(𝜃𝑖,𝜃0)|2

时， 𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0, INR)→ +∞。
由于𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0, INR)随INR连续变化，可以得出对于任意𝜌◁ > 0，一定存在INR◁ ∈
R使得 𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0, INR◁) = 𝜌◁成立。 ■

而且，由式(2-8)可知，𝜇可视为INR的函数。由此，可以得到如下引理。

引理 2.2.2 任意给定𝜃0和𝜃𝑖，假设 a(𝜃0) ̸= 𝛽a(𝜃𝑖)对于任意 𝛽 ∈ C均成立。则
对于任意𝜌◁ > 0，一定存在𝜇◁ ∈ C以及对应的 w◁ =w0+𝜇◁a(𝜃𝑖)，使得𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0) =

𝜌◁。

证明 引理2.2.2可以由引理2.2.1以及式(2-8)直接得到。 ■

根据引理2.2.2，我们可以通过简单调节参数𝜇来控制𝜃𝑖处的归一化响应。为

了展示上述结果的有效性，我们延用前面的仿真参数，得到了不同参数𝜇下的仿

真结果，如图2-2(a)和2-2(b)所示。将𝜇分别设置为 0.0119 + 𝑗0.0573和−0.2974 +

𝑗0.0794，得到𝜃𝑖 = 20∘处的响应分别为−30dB和−10dB。一个自然的问题是，如

果给定𝜃𝑖处的期望电平值，怎样得到相应的𝜇。下面将对这个问题进行具体讨论。

2.2.2 基于特征值分解的权向量确定

在上一小节中，我们将a(𝜃0)视为初始权向量，发现通过调节复参数𝜇可以改

变𝜃𝑖方向的方向图响应。这为控制𝜃𝑖方向的方向图电平提供了思路。具体来讲，给

定w0 = a(𝜃0)，如果需要调节𝜃1处的归一化方向图响应至𝜌1，根据引理2.2.2，一定

存在𝜇1 ∈ C，以及下面的权向量w1：

w1 =w0+𝜇1a(𝜃1) (2-20)
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图 2-2对20∘方向进行电平控制。(a)𝐿⋆(20
∘,0∘) =−30dB;(b)𝐿⋆(20

∘,0∘) =−10dB

从而满足𝜃1方向的电平要求。由于w0和a(𝜃1)均已知，余下的问题就是如何找到合

适的参数𝜇1来实现给定的要求。假设𝜇1已经得到，我们需要继续调节另外一个方

向𝜃2处的电平至𝜌2。那么可以继续更新权向量为 w2 =w1+𝜇2a(𝜃2)，其中𝜇2为待

确定参数。用这种方式，在第𝑘步中需要找到一个合适的w𝑘使得 𝜃𝑘方向的归一化

响应电平刚好等于𝜌𝑘。给定第(𝑘− 1)步得到的权向量w𝑘−1，可以将第𝑘步的权向

量w𝑘 表示为：

w𝑘 =w𝑘−1+𝜇𝑘a(𝜃𝑘) (2-21)

上述方向图控制方法，只需要改变当前的权向量，而不必对权向量进行重新设

计。

下面我们考虑如何确定每步权向量更新的𝜇𝑘。由式(2-21)，𝜃𝑘处的归一化响应

可以表示为：

𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃𝑘, 𝜃0) =

(w𝑘−1+𝜇𝑘a(𝜃𝑘))
Ha(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)(w𝑘−1+𝜇𝑘a(𝜃𝑘))

(w𝑘−1+𝜇𝑘a(𝜃𝑘))
Ha(𝜃0)aH(𝜃0)(w𝑘−1+𝜇𝑘a(𝜃𝑘))

(2-22)

若令𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃𝑘, 𝜃0)为𝜌𝑘，即：

𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘 (2-23)

结合上述式(2-22)和式(2-23)可以得到

zH𝑘Q𝑘z𝑘 = 0 (2-24)

其中

z𝑘 = [1 𝜇𝑘]
T (2-25)
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Q𝑘为2×2复共轭对称矩阵，表示为：

Q𝑘 =
[︁
w𝑘−1 a(𝜃𝑘)

]︁H (︀
a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)−𝜌𝑘a(𝜃0)aH(𝜃0)
)︀[︁

w𝑘−1 a(𝜃𝑘)
]︁

=

⎡⎣𝑃 (𝑘−1)
⋆ (𝜃𝑘)−𝜌𝑘𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃0) 𝑑𝑘

𝑑*𝑘 ‖a(𝜃𝑘)‖42−𝜌𝑘|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0)|2

⎤⎦ (2-26)

其中𝑃
(𝑘−1)
⋆ (𝜃𝑘)= |wH

𝑘−1a(𝜃𝑘)|
2和 𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃0)= |wH

𝑘−1a(𝜃0)|
2分别为第𝑘−1步中𝜃𝑘角

度处和𝜃0角度处的功率方向图电平。式(2-26)中，𝑑𝑘可以表示为：

𝑑𝑘 =wH
𝑘−1a(𝜃𝑘)‖a(𝜃𝑘)‖

2
2−𝜌𝑘wH

𝑘−1a(𝜃0)𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0) (2-27)

其取值由w𝑘−1，a(𝜃0)，a(𝜃𝑘)以及 𝜌𝑘确定。

显然，如果̂︀z𝑘是方程(2-24)的解，同时假设 ̂︀z𝑘(1) ̸= 0，那么可以得到：

𝜇𝑘 = z𝑘(2) = ̂︀z𝑘(2)/̂︀z𝑘(1) (2-28)

其中z𝑘(𝑖)表示向量z𝑘的第𝑖个元素。可以发现，如果Q𝑘 = O，则̂︀z𝑘可以为任意向
量。然而，此时有 𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃𝑘)−𝜌𝑘𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃0) = 0，或者等价地：

𝐿
(𝑘−1)
⋆ (𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃𝑘)/𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃0) = 𝐿

(𝑘)
⋆ (𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘 (2-29)

即w𝑘−1 已经满足了𝜃𝑘的方向处的控制要求。下面我们仅考虑Q𝑘 ̸= O的情况，此

时矩阵Q𝑘至少存在一个非零的特征值。

实际上，̂︀z𝑘以及参数𝜇𝑘可以用Q𝑘的特征向量来表示。具体来讲，可以将Q𝑘的

特征值分解表示为：

Q𝑘 =U𝑘Λ𝑘U
H
𝑘 (2-30)

其中Λ𝑘 = diag([𝜆1,𝜆2])， 𝜆1和𝜆2为Q𝑘的特征值，U𝑘为酉矩阵，记作：

U𝑘 =

⎡⎣𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22

⎤⎦ (2-31)

Q𝑘的行列式由下式给出：

det(Q𝑘) =
(︁
𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃𝑘)−𝜌𝑘𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃0)

)︁(︀
‖a(𝜃𝑘)‖42−𝜌𝑘|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0)|2

)︀
−|𝑑𝑘|2

=−𝜌𝑘
(︁
𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃0)‖a(𝜃𝑘)‖42+𝑃

(𝑘−1)
⋆ (𝜃𝑘)|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0)|2−

2Re
(︀
wH
𝑘−1a(𝜃0)a

H(𝜃𝑘)w𝑘−1‖a(𝜃𝑘)‖22𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0)
)︀)︀

=−𝜌𝑘|wH
𝑘−1a(𝜃0)‖a(𝜃𝑘)‖

2
2−wH

𝑘−1a(𝜃𝑘)𝑣
*(𝜃𝑘, 𝜃0)|2

≤ 0 (2-32)
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从而得到 𝜆1𝜆2 = det(Q𝑘)≤ 0。将式(2-30)代入到式(2-24)，可以得到：

̂︀zH𝑘U𝑘Λ𝑘U
H
𝑘 ̂︀z𝑘 = yH

𝑘 Λ𝑘y𝑘 = 𝜆1|𝑦1|2+𝜆2|𝑦2|2 = 0 (2-33)

其中y𝑘 ,UH
𝑘 ̂︀z𝑘 = [𝑦1 𝑦2]T。

不失一般性，下面假设𝜆2非零，因此有 |𝑦2/𝑦1|=
√︀

−𝜆1/𝜆2，而y𝑘可以进一步

表示为：

y𝑘 = 𝜅
[︁
1
√︀
−𝜆1/𝜆2𝑒𝑗𝜑

]︁T
(2-34)

其中𝜅为非零复常数，𝜑 ∈ R。所以，式(2-24)的解可以表示为：

̂︀z𝑘 =U𝑘y𝑘 = 𝜅

⎡⎣𝑢11+√︀−𝜆1/𝜆2𝑢12𝑒𝑗𝜑

𝑢21+
√︀

−𝜆1/𝜆2𝑢22𝑒𝑗𝜑

⎤⎦ (2-35)

假设𝑢11+
√︀

−𝜆1/𝜆2𝑢12𝑒𝑗𝜑 ̸= 0，则参数𝜇𝑘可由下式表示：

𝜇𝑘 =
̂︀z𝑘(2)̂︀z𝑘(1) = 𝑢21+

√︀
−𝜆1/𝜆2𝑢22𝑒𝑗𝜑

𝑢11+
√︀
−𝜆1/𝜆2𝑢12𝑒𝑗𝜑

(2-36)

记F为𝜑的可行集，如下所示：

F=
{︁
𝜑
⃒⃒⃒
𝑢11+

√︀
−𝜆1/𝜆2𝑢12𝑒𝑗𝜑 ̸= 0

}︁
(2-37)

则对于任意𝜑 ∈ F⊂ R，以及式(2-36)的𝜇𝑘， z𝑘 = [1 𝜇𝑘]T均是方程(2-24)的解。

一般来讲，我们有F = R。由附录A.2的式(A-23)可知 Q𝑘(2,2) ̸= 0。由此可进

一步得到： |𝑢11|2 ̸=−(𝜆1/𝜆2)|𝑢12|2。所以，对于任意𝜑 ∈ R，可以得到

𝑢11+
√︀
−𝜆1/𝜆2𝑢12𝑒𝑗𝜑 ̸= 0 (2-38)

由式(2-26)可知，如果‖a(𝜃𝑘)‖42 ̸= 𝜌𝑘|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0)|2，则F= R。
事实上，‖a(𝜃𝑘)‖42 = 𝜌𝑘|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0)|2 的情况在实际应用中几乎不会遇到。这是

因为 ‖a(𝜃𝑘)‖42 = 𝜌𝑘|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0)|2意味着𝜌𝑘 = ‖a(𝜃𝑘)‖42/|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃0)|2，这是当权向量取
为a(𝜃𝑘)时，归一化响应𝐿0(𝜃𝑘, 𝜃0)的值。注意到此时的阵列方向图响应由𝜃0处的输

出进行归一化，但是波束中心却指向𝜃𝑘方向，所以此时一般会有𝜌𝑘 > 1。我们说这

种场景几乎不会发生，是因为如果𝜃0代表波束中心，则不会调节𝜃𝑘的响应使得其

高于𝜃0处的值，𝜃𝑘 ̸= 𝜃0。

2.2.3 基于几何方法的权向量确定

由式(2-36)可知，存在无穷个𝜇𝑘使得式(2-23)成立，而𝜇𝑘可以由特征值分解来

确定。为了进一步简化求解𝜇𝑘的过程，以及利用新的视角来观察𝜇𝑘的分布，下面

利用一种几何方法来解𝜇𝑘。首先，我们可以得到下面定理。
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定理 2.2.1 任意给定𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 ∈ C，以及复数𝑐满足：

𝑐=
𝑎1+𝑎2𝑒

𝑗𝜑

𝑏1+ 𝑏2𝑒𝑗𝜑
(2-39)

其中𝜑 ∈ D=
{︀
𝜑|𝑏1+ 𝑏2𝑒𝑗𝜑 ̸= 0

}︀
。设集合G表示[Re(𝑐) Im(𝑐)]T的轨迹，则有

G⊆ C0 (2-40)

其中C0为复平面上圆心为c0，半径为𝑟𝑐的圆环。 c0和𝑟𝑐分别满足：

c0 =
1

ℎ𝑏
Ba⋆ (2-41)

𝑟2𝑐 =
1

ℎ2𝑏
aT⋆B

TBa⋆−
ℎ𝑎
ℎ𝑏

(2-42)

其中 a⋆ =
[︁
aT1 −aT2

]︁T
，a𝑙 =

[︁
Re(𝑎𝑙) Im(𝑎𝑙)

]︁T
，B=

[︁
b1 Pb1 b2 Pb2

]︁
, b𝑙 =[︁

Re(𝑏𝑙) −Im(𝑏𝑙)
]︁T

(𝑙 = 1,2)， ℎ𝑎 = aT1 a1−aT2 a2， ℎ𝑏 = bT
1 b1−bT

2 b2， P为下面

矩阵

P=

⎡⎣ −1

1

⎤⎦ (2-43)

如果D= R，则有G= C0。否则， G⊆ C0。

证明 见附录A.1。 ■

对式(2-36)应用定理2.2.1，我们可以得到下面定理。

定理 2.2.2 假设式(2-36)的𝜑可以在集合F中取值，则
[︁
Re(𝜇𝑘) Im(𝜇𝑘)

]︁T
的集

合为圆C𝜇或C𝜇的子集。 C𝜇的圆心和半径分别为：

c𝜇 =
1

Q𝑘(2,2)

⎡⎣−Re(Q𝑘(1,2))

Im(Q𝑘(1,2))

⎤⎦ (2-44)

𝑟𝜇 =

√︀
−det(Q𝑘)

|Q𝑘(2,2)|
(2-45)

证明 见附录A.2。 ■

上述定理2.2.2从几何上描述了𝜇𝑘的分布，如图2-3所示。如果定义如下𝑔函数

𝑔(v) = v(1)+ 𝑗v(2) (2-46)
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其中v为2×1的向量。则对任意𝜑 ∈ F，可以得到满足条件(2-23)的 𝜇𝑘：

𝜇𝑘 = 𝑔

(︂[︁
c𝜇(1)+ 𝑟𝜇cos𝜑 c𝜇(2)+ 𝑟𝜇sin𝜑

]︁T)︂
=−

Q*
𝑘(1,2)

Q𝑘(2,2)
+

√︀
−det(Q𝑘)

|Q𝑘(2,2)|
𝑒𝑗𝜑

(2-47)

需要注意的是，上式(2-47)与式(2-36)是等价的。但是利用式(2-47)求解𝜇𝑘不需要进

行特征值分解。除此之外，上述结果从几何上更直观地描述了𝜇𝑘的分布，这有利

于分析𝜇𝑘的一些隐含性质和结果。

Re(7
k
)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5

Im
(7

k)

-0.5

0

0.5

O

?

r7
(Re(7

k
),Im(7

k
))

c7

图 2-3 𝜇𝑘的几何示意图

2.2.4 𝜇𝑘的选择

由上节可以看出，存在无穷多个𝜇𝑘使得(2-23)成立。一个很自然的问题是，这

些解的性能是否相同? 如果各个解的性能不同，应该如何从中选择一个较好的解?

事实上，前文分析中，我们没有考虑将w𝑘−1更新为w𝑘时 𝜃𝑘−1处波束响应的变化。

设计权向量w𝑘（或等价地，选择𝜇𝑘）的一个理想的准则，是在保证𝜃𝑘的电平精确

控制的情况下，其他方向的电平保持不变。数学上，可以描述为：⎧⎨⎩ 𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃,𝜃0) = 𝜌𝑘, 𝜃 = 𝜃𝑘

𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃,𝜃0) = 𝐿

(𝑘−1)
⋆ (𝜃,𝜃0), 𝜃 ̸= 𝜃𝑘

(2-48)

一般情况下，由于阵列波束方向图响应是一个连续函数，所以满足上述准则的权

向量是不存在的。尽管如此，式(2-48)为设计方向图提供了一个向导。基于此，我

们将阵列响应控制问题表述为：

min
𝜇𝑘

∫︀
𝜃 ̸=𝜃𝑘

⃒⃒⃒
𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃,𝜃0)−𝐿(𝑘−1)

⋆ (𝜃,𝜃0)
⃒⃒⃒
𝑑𝜃

s.t. 𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘

(2-49)

20

万方数据



第二章基于线性空间理论的方向图控制算法

上述问题等价为

min
𝜇𝑘

∫︀
𝜃∈Ω

⃒⃒⃒
𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃,𝜃0)−𝐿(𝑘−1)

⋆ (𝜃,𝜃0)
⃒⃒⃒
𝑑𝜃

s.t. 𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘

(2-50)

其中Ω表示整个角度区间。为了更好的处理上述问题，我们将其离散化形式：

min
𝜇𝑘

∑︀
𝜃 ̸=𝜃𝑘

⃒⃒⃒
𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃,𝜃0)−𝐿(𝑘−1)

⋆ (𝜃,𝜃0)
⃒⃒⃒

s.t. 𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘

(2-51)

我们可以利用全局搜索来得到上述问题的最优解，即通过在[0,2𝜋]范围内变化𝜑。

但是，这种方式会带来较大的计算复杂度。尽管如此，全局搜索的结果可以为

我们提供一些关于最优解的潜在特性，由此我们可能找到一种更简单的方式来设

计𝜇𝑘。下面，我们设计一个实例，通过在C𝜇内变化𝜇𝑘 （或等价地，在[0,2𝜋]内滑

动𝜑），来测试最终波束方向图的性能。

具体来讲，我们考虑16阵元等距线阵，阵元间距为半波长，角度区域为Ω =

[−90∘,90∘]。初始权向量为w0 = a(𝜃0)，其中𝜃0 = 0∘。我们取𝑘 = 1，以及𝜃𝑘 = 20∘，

希望设计方向图满足 𝐿⋆(20
∘,0∘) =−30dB。𝜇𝑘的分布见图2-4。此时，可以计算出

c𝜇 =
[︁
0.0183 0.0881

]︁T
，𝑟𝜇 = 0.0314。

Re(7
k
)

0 0.05 0.1

Im
(7

k)

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

(Re(7
a
),Im(7

a
))

r7

O

c7

图 2-4满足𝐿⋆(20
∘,0∘) =−30dB的𝜇𝑘的几何分布

为了衡量不同𝜇𝑘的性能，我们将每个𝜇𝑘对应的方向图离散化为𝐼个点，同时

定义第𝑘步的代价函数为

𝐽
Δ
=

1

𝐼

𝐼∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃𝑖, 𝜃0)−𝐿(𝑘−1)

⋆ (𝜃𝑖, 𝜃0)
⃒⃒⃒

(2-52)

很明显，上述𝐽测量了𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃,𝜃0)与𝐿

(𝑘−1)
⋆ (𝜃,𝜃0) 的平均偏离程度。实验中，我们
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将Ω每隔0.02∘进行采样，因此得到𝐼 = 9001个离散点。图2-5描述了𝐽随𝜑的变化曲

线。这里，𝜑是相对于点(Re(c𝜇) Im(c𝜇))的相位值，其几何函数如图2-3所示。

? (rad)
0 1 2 3 4 5 6

J

#10-3

5

6

7

8

9

10

11

12

13

?
opt

图 2-5 𝐽随𝜑的变化曲线

从图2-5可以看出，𝐽在𝜑𝑜𝑝𝑡 = 4.5077rad处达到最小值。不难发现，此时有𝜋 <

𝜑𝑜𝑝𝑡 < 1.5𝜋。结合图2-4，可以发现，最优值𝜇𝑜𝑝𝑡离远点较近，其中

𝜇𝑜𝑝𝑡 , 𝜇𝑘|𝜑=𝜑𝑜𝑝𝑡 (2-53)

上述观测意味着模值较小的𝜇𝑘可能产生相对较小的代价函数𝐽，从而产生的方向

图性能也会更好。

为了展示上述推断的合理性，我们比较不同模值的𝜇𝑘的性能。两种方式分别

取𝜇𝑘为0.0119+𝑗0.0573和𝜇𝑘=0.0247+𝑗0.1188，对应的模值分别为0.0586和0.1213。

可以验证，两种取值的𝜇𝑘均分布在图2-4所示的圆上。得到的波束方向图分布如

图2-6(a)和图2-6(b) 所示（利用𝜃0处的输出进行归一化）。从图中可以看出，两种

参数设置均可以将𝐿⋆(20
∘,0∘)调节到期望电平。然而，两种场景下，方向图最大

值的位置均产生了偏移。具体来讲，第一种场景下所得的峰值为𝐿⋆(−0.04∘,0∘) =

4×10−4dB。第二种场景下，最大值约为𝐿⋆(−0.07∘,0∘) = 1.9×10−3dB。基于此我

们推测，具有较小模值的𝜇𝑘会得到更小的波束畸变。因此，如果将𝜇的模值设置

为最小，则所得到的波束方向图可能是最好的。下面，我们将给出此推断的更多

理论解释，另外提出一种简单有效的选取参数𝜇𝑘的方法。

首先，由w𝑘和w𝑘−1的表达式，我们得到

𝐿
(𝑘−1)
⋆ (𝜃,𝜃0) =

𝑃
(𝑘−1)
⋆ (𝜃)

𝑃
(𝑘−1)
⋆ (𝜃0)

=
|wH

𝑘−1a(𝜃)|
2

|wH
𝑘−1a(𝜃0)|2

(2-54)
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图 2-6 𝜇取不同值时的方向图对比。(a)𝜇= 0.0119+ 𝑗0.0573;(b)𝜇=−0.2974+ 𝑗0.0794

𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃,𝜃0) =

𝑃
(𝑘)
⋆ (𝜃)

𝑃
(𝑘)
⋆ (𝜃0)

=
|wH

𝑘 a(𝜃)|
2

|wH
𝑘 a(𝜃0)|2

=
𝑃

(𝑘)
𝑖 (𝜃)+𝑃

(𝑘)
𝑎 (𝜃)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃)

𝑃
(𝑘)
𝑖 (𝜃0)+𝑃

(𝑘)
𝑎 (𝜃0)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃0)

(2-55)

其中𝑃
(𝑘)
⋆ (𝜃)表示第𝑘步时𝜃处的功率响应。式(2-55)中， 𝑃

(𝑘)
𝑖 (𝜃) , |wH

𝑘−1a(𝜃)|
2，

𝑃
(𝑘)
𝑎 (𝜃), |𝜇*𝑘𝑣(𝜃,𝜃𝑘)|2， 𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃), 2Re(𝜇𝑘w

H
𝑘−1a(𝜃)𝑣(𝜃𝑘, 𝜃))。根据式(2-54)，可以

将𝐿
(𝑘−1)
⋆ (𝜃,𝜃0)重新表示为

𝐿
(𝑘−1)
⋆ (𝜃,𝜃0) =

𝑃
(𝑘)
𝑖 (𝜃)

𝑃
(𝑘)
𝑖 (𝜃0)

(2-56)

因此，为了使得波束畸变（可以表示为|𝐿(𝑘)
⋆ (𝜃,𝜃0)−𝐿

(𝑘−1)
⋆ (𝜃,𝜃0)|）足够小，我们

应该选择参数𝜇𝑘使得
𝑃

(𝑘)
𝑖 (𝜃)+𝑃

(𝑘)
𝑎 (𝜃)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃)

𝑃
(𝑘)
𝑖 (𝜃0)+𝑃

(𝑘)
𝑎 (𝜃0)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃0)

与
𝑃

(𝑘)
𝑖 (𝜃)

𝑃
(𝑘)
𝑖 (𝜃0)

接近。自然地，此时我们只

需要确保|𝑃 (𝑘)
𝑎 (𝜃)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃)|和|𝑃 (𝑘)

𝑎 (𝜃0)+𝑃
(𝑘)
𝑐 (𝜃0)|足够小。根据𝑃 (𝑘)

𝑎 (𝜃)和𝑃
(𝑘)
𝑐 (𝜃)的

定义，这两项可以重新表示为 𝑃
(𝑘)
𝑎 (𝜃)= |𝜇𝑘|2|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃)|2和 𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃)= 2|𝜇𝑘||𝑣(𝜃𝑘, 𝜃)|𝛾𝑘，

其中 𝛾𝑘 = |wH
𝑘−1a(𝜃)|cos(𝜙𝑘)，𝜙𝑘 =∠(𝜇𝑘wH

𝑘−1a(𝜃)𝑣(𝜃𝑘, 𝜃)),这里∠(·)返回输入复数
的相位，其范围为[0,2𝜋)。因此，|𝑃 (𝑘)

𝑎 (𝜃)+𝑃
(𝑘)
𝑐 (𝜃)|可以重新表示为

|𝑃 (𝑘)
𝑎 (𝜃)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃)|= |𝑣(𝜃𝑘, 𝜃)|2 ·

⃒⃒⃒⃒
|𝜇𝑘|2+

2𝛾𝑘|𝜇𝑘|
|𝑣(𝜃𝑘, 𝜃)|

⃒⃒⃒⃒
(2-57)

可以看出，为了获得相对较小的|𝑃 (𝑘)
𝑎 (𝜃)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃)|和|𝑃 (𝑘)

𝑎 (𝜃0)+𝑃
(𝑘)
𝑐 (𝜃0)|，我们应

该在C𝜇中选择模值最小的 𝜇𝑘。

由图2-3可知，圆C𝜇上离原点最近的点，是圆C𝜇与连接圆心 c𝜇与原点的线段

的交点。定义

𝜑𝑎 ,mod(∠𝑔(c𝜇)+𝜋,2𝜋), 𝜇𝑎 , 𝜇𝑘|𝜑=𝜑𝑎 (2-58)
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不难发现，C𝜇中模值最小的𝜇𝑘可以表示为

𝜇𝑎 = arg min
𝜇𝑘∈C𝜇

|𝜇𝑘|= 𝑔

(︂
|c𝜇|− 𝑟𝜇

|c𝜇|
c𝜇

)︂
(2-59)

𝜇𝑎的坐标如图2-4中所示。

为了进一步展示选择上述𝜇𝑎的合理性，图2-7描绘了|𝑃 (𝑘)
𝑎 (𝜃0)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃0)|随 𝜑变

化的曲线(参数设置同前例)。可以看出，|𝑃 (𝑘)
𝑎 (𝜃0)+𝑃

(𝑘)
𝑐 (𝜃0)|在 𝜑=𝜑𝑎处达到最小。

而且，从式(2-58)可以计算出𝜑𝑎 = 4.5077rad。事实上，此时𝜇𝑎为最优值。这与上

文的理论分析一致。另外，可以进一步计算出𝜇𝑎 = 0.0119 + 𝑗0.0573，这其实与

图2-2(a)的参数对应。

? (rad)
0 1 2 3 4 5 6

|P
a
(3

0
)+

P
c(3

0
)|

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

?
a

图 2-7 |𝑃𝑎(𝜃0)+𝑃𝑐(𝜃0)|随𝜑变化曲线

由上述测试和分析可以发现，如果将𝜇取为𝜇𝑎，则可以得到一个满意的方向

图。需要注意的是，尽管式(2-59)的𝜇𝑎可能不是原问题(2-50)或(2-51) 的最优解，

但是该设置可以使得式(2-50)或(2-51)的代价函数足够小。因此，式(2-59)中𝜇𝑎的选

择依然是有意义的。仿真显示，将𝜇𝑘设置为𝜇𝑎可以得到性能良好的波束方向图。

2.2.5 应用A2RC算法实现方向图综合

下面利用A2RC方法实现方向图综合。简言之，假设期望方向图是𝐿𝑑(𝜃)，则

可以通过迭代地将𝜃𝑘角度的电平调节为𝐿𝑑(𝜃𝑘)来实现方向图综合。

2.2.5.1 应用方向图综合时的几项注意

在讨论方向图综合的细节之前，我们首先考虑如何选取归一化因子，以及归

一化因子是否依赖于迭代步数。为此，将第𝑘次迭代后的归一化方向图记为𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃)。

理论上讲，第𝑘步中的归一化因子应该根据第𝑘步之后的最大电平的位置来确定。
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很显然，由于第𝑘迭代尚未进行，理想的归一化因子无法得到。尽管如此，由前

文中对A2RC算法的讨论可知，相邻步骤得到的方向图差异较小。因此在第𝑘步

中，可以近似地选取𝜃
(𝑘−1)
0 方向作为波束中心，并以该方向的输出作为归一化，其

中𝜃
(𝑘−1)
0 是应用第(𝑘−1)步之后方向图取最大值的方向。实际上，若只需要控制方

向图旁瓣，则可以将𝜃0方向的输出作为归一化因子。

2.2.5.2 利用 A2RC算法实现方向图综合

A2RC算法具有解析解，且以类似的方式控制主瓣和旁瓣。具体来讲，对于主

瓣控制，在第𝑘步迭代中首先确定之前合成方向图的最大值位置，即

𝜃
(𝑘)
0 = arg max

𝜃∈Ω𝑚

𝐿
(𝑘−1)
⋆ (𝜃) (2-60)

其中Ω𝑚代表期望方向图的主瓣角度区域。则我们选择𝜃𝑘为主瓣区域内与期望方向

图偏离最大的方向，即

𝜃𝑘 = arg max
𝜃∈Ω𝑚

|𝐿(𝑘−1)
⋆ (𝜃)−𝐿𝑑(𝜃)| (2-61)

在此基础上，利用A2RC算法将𝜃𝑘方向的电平调节为期望电平 𝐿𝑑(𝜃𝑘)。迭代上述过

程直到主瓣形状满足期望要求。

对于旁瓣区域控制，在第𝑘步中得到高于期望方向图电平的旁瓣区域，即

Ω̃
(𝑘)
𝑠 = {𝜃|𝐿(𝑘−1)

⋆ (𝜃)−𝐿𝑑(𝜃)> 0, 𝜃 ∈ Ω𝑠} (2-62)

其中Ω𝑠表示期望方向图的旁瓣区域。则我们选取𝜃𝑘为 Ω𝑠区域内偏离期望电平最大

的方向，即

𝜃𝑘 = arg max
𝜃∈Ω̃(𝑘)

𝑠

(︁
𝐿
(𝑘−1)
⋆ (𝜃)−𝐿𝑑(𝜃)

)︁
(2-63)

在此基础上，利用A2RC算法将𝜃𝑘方向的电平调节为期望电平 𝐿𝑑(𝜃𝑘)。迭代应用上

述过程直到合成理想的方向图。基于A2RC算法的方向图综合方法总结见算法1。

算法1的步骤3中，我们根据待控制区域为主瓣还是旁瓣分两种方式选取角度

𝜃𝑘。当需要同时控制主瓣和旁瓣时，我们首先应用A2RC算法合成期望的主瓣，在

此基础上再控制旁瓣区域。如果在旁瓣控制过程中主瓣区域出现了方向图畸变，

再次利用A2RC算法调节主瓣区域的波束方向图。

2.2.5.3 与菲利普方法比较

由上节讨论，基于A2RC的方向图综合方法通过迭代地进行单点方向图控制来

合成方向图，该方法以自适应阵列理论为基础。事实上，菲利普在文献[35]基于

自适应阵列理论，通过施加虚拟干扰来合成期望方向图（将该方法称作菲利普方
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算法 1基于A2RC算法的方向图综合

1: 输入：𝑘 = 0，𝜃0，w0， Ω𝑚，Ω𝑠，𝐿𝑑(𝜃)， 𝐿
(0)
⋆ (𝜃) = |wH

0 a(𝜃)|2/|wH
0 a(𝜃0)|2。

2: 更新𝑘 = 𝑘+1，利用式 (2-60)找到𝐿(𝑘−1)
⋆ (𝜃)取值最大的角度，记为 𝜃

(𝑘−1)
0 。

3: 对于主瓣控制，利用式(2-61)找到𝐿(𝑘−1)
⋆ (𝜃)与期望方向图 𝐿𝑑(𝜃)偏离最大的角

度𝜃𝑘；对于旁瓣控制，利用式(2-62)得到区间 Ω̃
(𝑘)
𝑠 ，在此基础上，利用式(2-63)

确定𝜃𝑘。

4: 利用𝜃
(𝑘)
0 ， 𝜃𝑘， 𝐿𝑑(𝜃𝑘)和w𝑘−1得到式(2-26) 中的矩阵Q𝑘，利用式(2-59)计

算𝜇𝑎。

5: 更新权向量为 w𝑘 = w𝑘−1 + 𝜇𝑎a(𝜃𝑘)，并计算相应的波束方向图 𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃) =

|wH
𝑘 a(𝜃)|

2/max{|wH
𝑘 a(𝜃)|

2}。
6: 重复步骤2至步骤5直到𝐿(𝑘)

⋆ (𝜃)满足要求。

7: 输出： w𝑘和𝐿
(𝑘)
⋆ (𝜃)。

法）。然而，菲利普方法依靠经验来确定参数，无法实现方向图的准确控制。总结

来讲，所提的基于A2RC的方向图综合方法与菲利普方法主要区别如下：

∙所提方法可以精确地控制方向图，菲利普方法无法实现精确控制。
∙所提方法以迭代的方式对方向图进行控制。
∙所提算法中干噪比INR可正可负，而菲利普方法中只考虑非负的干噪比。

∙所提方法不需矩阵求逆即可实现权向量更新，因此具有较低的运算复杂度。

2.2.6 仿真实验

本节中通过仿真来验证所提算法的有效性。所有仿真均在各向同性线性阵列

下进行，除非特别指定，波束中心取为𝜃0 = 0∘。

2.2.6.1 等电平旁瓣方向图综合

第一个实验中，我们使用16元等距线阵，阵元间隔为半波长。设置期望方向

图具有−25dB等电平旁瓣。初始权向量取为a(𝜃0)。图2-8展示了不同步骤的结果。

第1步中，从初始方向图中找出高于期望电平最多的峰值旁瓣角度。记该角度

为𝜃1，有𝜃1 ≈−10∘。利用A2RC算法将 𝜃1方向的电平调节为期望电平−25dB。图2-

8(a)给出了电平调节之后的结果，可以看出 𝜃1方向的电平已经为−25dB。

第2步中，从第1步得到的方向图中找出高于期望电平最多的角度，记为𝜃2。

此时有𝜃2 ≈ 10∘。应用A2RC算法可以将𝜃2 角度的电平精确地调节为−25dB，如图

2-8(b)所示。同时可以看出，𝜃1方向的电平几乎不变。实际上，经过计算发现 𝜃1方

向的电平由之前的−25dB降为了 −25.5dB，依然满足期望的旁瓣电平要求。
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重复应用上述过程直到合成的方向图与期望方向图足够接近。由图2-8(c)可以

看出，经过7步迭代之后所有的旁瓣电平接近于期望电平。由图2-8(d)可以看出，

经过25步迭代即可得到满意的方向图，最终结果与切比雪夫方向图几乎一样。
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图 2-8等旁瓣电平方向图综合结果。(a)第1步结果;(b)第2步结果;(c)第7步结果;(d)第25步结果

2.2.6.2 非等电平旁瓣方向图综合

第二个实验中，我们参照文献[32]中的实验和参数设定，考虑非等电平的期

望旁瓣，即期望旁瓣电平随角度𝜃 变化。所合成的方向图见图2-9，其中期望电平

如虚线所示。可以看出，所提方法可以合成理想的方向图。

2.3 MA2RC算法和M2A2RC算法

A2RC算法中，权向量以下面方式进行更新

w𝑘+1 =w𝑘,⋆+𝜇𝑘+1a(𝜃𝑘+1) (2-64)
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图 2-9非等电平旁瓣方向图综合结果

其中w𝑘,⋆表示第𝑘步的权向量，𝜃𝑘+1表示第𝑘+1步需要调节的方向。给定𝜃𝑘+1方向

的期望电平（记作𝜌𝑘+1），相应的参数𝜇𝑘+1满足

𝐿(𝑘+1)(𝜃𝑘+1, 𝜃0) =
|wH

𝑘+1a(𝜃𝑘+1)|2

|wH
𝑘+1a(𝜃0)|2

= 𝜌𝑘+1 (2-65)

由前文分析可知可以为圆C𝜇上的任意点，其中圆C𝜇圆心和半径分别为c𝜇和 𝑟𝜇，

如图2-10所示。 A2RC算法中，最优的参数𝜇𝑘+1（记作𝜇𝑘+1,⋆）是圆C𝜇与连接圆
心与半径的线段的交点，如图2-10中 (Re(𝜇𝑘+1,⋆), Im(𝜇𝑘+1,⋆))所示。实际上，不难

验证上述𝜇𝑘+1,⋆为下面问题的最优解

min
𝜇𝑘+1

⃦⃦
P⊥

w𝑘,⋆

(︀
w𝑘,⋆+𝜇𝑘+1a(𝜃𝑘+1)

)︀ ⃦⃦2
2

(2-66a)

subject to 𝜇𝑘+1 ∈ C𝜇 (2-66b)

其中P⊥
w𝑘,⋆
为向w𝑘,⋆的正交补空间投影的投影矩阵，可以表示为

P⊥
w𝑘,⋆

= I−
w𝑘,⋆w

H
𝑘,⋆

wH
𝑘,⋆w𝑘,⋆

(2-67)

A2RC在单步迭代只能对单个方向的电平进行精确控制。本节通过对A2RC算

法进行改进，提出一种多点精确控制算法（MA2RC算法）。

2.3.1 MA2RC算法

由式(2-65)不难发现，如果将权向量w𝑘+1,⋆乘以某个非零常数𝑐，所得到新的

权向量𝑐w𝑘+1,⋆不会改变𝜃𝑘+1处的归一化方向图电平。更进一步，如果在𝑐w𝑘+1,⋆的
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图 2-10 A2RC算法中参数𝜇的分布图

基础上添加某一个同时正交于 a(𝜃𝑘+1)和a(𝜃0)的向量Δ𝑘+1， 𝜃𝑘+1处的归一化方向

图电平也不会受到影响。数学上，可以表示为

|(𝑐w𝑘+1,⋆+Δ𝑘+1)Ha(𝜃𝑘+1)|2

|(𝑐w𝑘+1,⋆+Δ𝑘+1)Ha(𝜃0)|2
= 𝜌𝑘+1 (2-68)

其中𝑐 ̸= 0，Δ𝑘+1⊥a(𝜃0)，Δ𝑘+1⊥a(𝜃𝑘+1)。定义

A(𝜃0, 𝜃𝑘+1),
[︁
a(𝜃0) a(𝜃𝑘+1)

]︁
∈ C𝑁×2 (2-69)

V𝑘+1 ,ℛ(V𝑘+1) =ℛ⊥(A(𝜃0, 𝜃𝑘+1)) (2-70)

其中V𝑘+1 ∈C𝑁×(𝑁−2)为列满秩矩阵，其列空间为ℛ⊥(A(𝜃0, 𝜃𝑘+1))。根据式(2-68)，

为了保证𝜃𝑘+1方向的输出为𝜌𝑘+1，权向量可以是w𝑘+1,⋆和V𝑘+1中某向量的任意线

性组合（这里排除w ∈ V𝑘+1的场景）。因此，如果定义向量集合W𝑘+1为

W𝑘+1 ,ℛ([V𝑘+1 w𝑘+1,⋆])∖V𝑘+1 (2-71)

可知，对于任意W𝑘+1中的任意向量w（即w ∈W𝑘+1），我们有 𝐿(𝑘+1)(𝜃𝑘+1, 𝜃0) =

𝜌𝑘+1。这里假设w𝑘+1,⋆与V𝑘+1的列向量线性无关（即[V𝑘+1w𝑘+1,⋆]为列满秩矩阵）。

否则，由w𝑘+1,⋆ ∈ V𝑘+1可以得到wH
𝑘+1,⋆a(𝜃0) = 0，wH

𝑘+1,⋆a(𝜃𝑘+1) = 0。

假设第𝑘步的权向量为w𝑘,⋆，我们已经利用A2RC得到如下𝑀个权向量

w𝑘+1,𝑚 =w𝑘,⋆+𝜇𝑘+1,𝑚a(𝜃𝑘+1,𝑚), 𝑚= 1, · · · ,𝑀 (2-72)

其中𝜇𝑘+1,𝑚和w𝑘+1,𝑚根据下式来计算

𝐿(𝜃𝑘+1,𝑚, 𝜃0) =
|wH

𝑘+1,𝑚a(𝜃𝑘+1,𝑚)|2

|wH
𝑘+1,𝑚a(𝜃0)|2

= 𝜌𝑘+1,𝑚 (2-73)
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对于∀𝑚∈ {1, · · · ,𝑀}，相应的权向量w𝑘+1,𝑚可以将𝜃𝑘+1,𝑚处的电平调节至𝜌𝑘+1,𝑚。

下面我们考虑如何找到单个权向量w𝑘+1，可以同时进行多方向的电平控制，即满

足

𝐿(𝜃𝑘+1,𝑚, 𝜃0) =
|wH

𝑘+1a(𝜃𝑘+1,𝑚)|2

|wH
𝑘+1a(𝜃0)|2

= 𝜌𝑘+1,𝑚, 𝑚= 1, · · · ,𝑀 (2-74)

从前文可知，对于任意w∈W𝑘+1,𝑚，满足𝐿(𝜃𝑘+1,𝑚, 𝜃0)= 𝜌𝑘+1,𝑚，其中W𝑘+1,𝑚

的定义参考式(2-71)。更具体地，我们有

W𝑘+1,𝑚 =ℛ
(︁[︁

V𝑘+1,𝑚 w𝑘+1,𝑚

]︁)︁
∖V𝑘+1,𝑚 (2-75)

其中V𝑘+1,𝑚 = ℛ(V𝑘+1,𝑚) = ℛ⊥(A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,𝑚))。因此，使得式(2-74)中𝑀个约束

满足的权向量w𝑘+1位于𝑀个集合W𝑘+1,𝑚的交集中，𝑚= 1, · · · ,𝑀，即

w𝑘+1 ∈M,
𝑀⋂︁
𝑚=1

W𝑘+1,𝑚 (2-76)

为了更直观地理解上述描述，图2-11对子空间ℛ
(︁[︁

V𝑘+1,𝑚 w𝑘+1,𝑚

]︁)︁
，V𝑘+1,𝑚，

以及集合W𝑘+1,1与W𝑘+1,2的交集进行了示意。

1

2

3

∑
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图 2-11 W𝑘+1,1与W𝑘+1,2相交示意图

为了得到式(2-76)中w𝑘+1的表达式，下面对子空间ℛ
(︁[︁

V𝑘+1,𝑚 w𝑘+1,𝑚

]︁)︁
和

子空间V𝑘+1,𝑚的基向量进行分析。具体地，将矩阵A𝑚的奇异值分解表示为

A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,𝑚) =U𝑚Σ𝑚VH
𝑚 (2-77)

其中U𝑚 ∈ C𝑁×𝑁和V𝑚 ∈ C2×2为酉矩阵。矩阵U𝑚可以划分为 U𝑚1 ∈ C𝑁×2和
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U𝑚2 ∈ C𝑁×(𝑁−2)，即

U𝑚 = [u1 u2⏟  ⏞  
U𝑚1

u3 · · · u𝑁⏟  ⏞  
U𝑚2

] (2-78)

其中u𝑛为矩阵U𝑚的第𝑛个列向量。由线性代数理论可知，矩阵A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,𝑚)和U𝑚1

张成相同的列空间（等于矩阵U𝑚2的正交补空间）。更具体地，我们有

ℛ(U𝑚1) =ℛ(A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,𝑚)) =ℛ⊥(U𝑚2) (2-79)

因此，可以得到V𝑘+1,𝑚 = ℛ⊥(A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,𝑚)) = ℛ(U𝑚2)。基于此，可以将子空

间V𝑘+1,𝑚表示为

V𝑘+1,𝑚 =
{︁
v
⃒⃒
v =U𝑚2b𝑚, b𝑚 ∈ C𝑁−2

}︁
(2-80)

其中b𝑚为系数向量。

结合等式(2-79)以及矩阵V𝑘+1,𝑚的定义，可取V𝑘+1,𝑚 =U𝑚2。定义H𝑚满足

H𝑚 , [U𝑚2 w𝑘+1,𝑚] ∈ C𝑁×(𝑁−1) (2-81)

则可以得到

ℛ(H𝑚) =ℛ
(︀
[V𝑘+1,𝑚 w𝑘+1,𝑚]

)︀
=
{︀
v
⃒⃒
v =H𝑚[bT

𝑚 𝑐𝑚]T
}︀

(2-82)

容易发现，如果取𝑐𝑚 = 0，则子空间ℛ(H𝑚)退化为 V𝑘+1,𝑚。根据式(2-75)中空

间W𝑘+1,𝑚的表达式，可以得到

W𝑘+1,𝑚 =
{︁
v
⃒⃒
v =H𝑚

[︁
bT
𝑚 𝑐𝑚

]︁T
, 𝑐𝑚 ̸= 0

}︁
(2-83)

其中𝑐𝑚 ̸= 0保证所得到的向量v不在子空间V𝑘+1,𝑚内。

由上述分析可知，求解式(2-76)中权向量w𝑘+1 ∈M的问题可以建模为求解一
组系数向量[bT

𝑚 𝑐𝑚]T，𝑚= 1, · · · ,𝑀，满足

H1[bT
1 𝑐1]T =H2[bT

2 𝑐2]T = · · ·=H𝑀 [bT
𝑀 𝑐𝑀 ]T (2-84)

其中𝑐𝑚 ̸= 0，𝑚= 1, · · · ,𝑀。集合M中的权向量 w𝑘+1则可以表示为

w𝑘+1 =H1

⎡⎣b̄1

𝑐1

⎤⎦=H2

⎡⎣b̄2

𝑐2

⎤⎦= · · ·=H𝑀

⎡⎣b̄𝑀
𝑐𝑀

⎤⎦ (2-85)

其中[b̄T
𝑚 𝑐𝑚]T 表示等式(2-84)的解，𝑚 = 1,2, · · · ,𝑀。实际上，上式(2-85)中的权
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向量 w𝑘+1可以表示为

w𝑘+1 = 𝑐1

[︁
U12 w𝑘+1,1

]︁⎡⎣̃︀b1

1

⎤⎦ (2-86a)

subject to F̃︀b1 =−q, 𝑐1 ̸= 0 (2-86b)

其中F和q分别满足

F=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(I𝑁 −H2H

†
2)U12

(I𝑁 −H3H
†
3)U12

...

(I𝑁 −H𝑀H†
𝑀 )U12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ C𝑁(𝑀−1)×(𝑁−2) (2-87)

q=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(I𝑁 −H2H

†
2)w𝑘+1,1

(I𝑁 −H3H
†
3)w𝑘+1,1

...

(I𝑁 −H𝑀H†
𝑀 )w𝑘+1,1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ C𝑁(𝑀−1) (2-88)

假设wH
𝑘+1,𝑚a(𝜃0) ̸= 0，𝑚= 1,2 · · · ,𝑀，且a(𝜃0)，a(𝜃𝑘+1,1)，· · ·，a(𝜃𝑘+1,𝑀 )线性无

关，式(2-86)的解w𝑘+1满足

w𝑘+1 = 𝑐1H1

⎡⎣−F†q+ f𝑛

1

⎤⎦ , 𝑐1 ̸= 0, ∀f𝑛 ∈𝒩 (F) (2-89)

式(2-86)-(2-89)的推导见附录A.3。上述MA2RC算法总结在算法2中。

为了使式(2-84)可解，a(𝜃0),a(𝜃𝑘+1,1), · · · ,a(𝜃𝑘+1,𝑀 )需要线性独立。由此可知，

最多可知控制𝑁 −1个点。

算法 2 MA2RC算法
1: 输入：w𝑘,⋆， 𝜃𝑘+1,𝑚，𝜌𝑘+1,𝑚，𝑚= 1,2, · · · ,𝑀。
2: for 𝑚= 1,2, · · · ,𝑀 do

3: 由式(2-66)计算𝜇𝑘+1,𝑚使得 𝐿(𝜃𝑘+1,𝑚, 𝜃0) = 𝜌𝑘+1,𝑚。

4: 得到权向量w𝑘+1,𝑚 =w𝑘,⋆+𝜇𝑘+1,𝑚a(𝜃𝑘+1,𝑚)。

5: 对A(𝜃0, 𝜃𝑘+1)进行奇异值分解得到U𝑚2，记H𝑚 = [U𝑚2 w𝑘+1,𝑚]。

6: end for

7: 分别由(2-87)和(2-88)得到F和q。

8: 输出：w𝑘+1 = 𝑐1H1

[︁
(−F†q+ f𝑛)T 1

]︁T
，其中𝑐1 ̸= 0，f𝑛 ∈𝒩 (F)。
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2.3.2 M2A2RC算法

MA2RC算法可以同时精确控制多个方向的方向图电平。但是MA2RC算法可

能会导致波束中心偏移。设𝜃0为期望的波束中心，式(2-89)所得到的权向量w𝑘+1对

应的波束中心可能是 𝜃𝑝（不等于𝜃0）。为了解决这个问题，下面提出一种改进的多

点方向图控制算法（M2A2RC算法）。

具体地，考虑在MA2RC的基础上添加导数约束。对波束方向图的导数约束可

以表示为

𝜕𝑃 (𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒
𝜃=𝜃0

= 0 (2-90)

其中𝑃 (𝜃) =wHa(𝜃)aH(𝜃)w表示阵列功率响应。将𝑃 (𝜃)代入式(2-90)中可以得到

𝜕𝑃 (𝜃)

𝜕𝜃
=wH𝜕a(𝜃)

𝜕𝜃
aH(𝜃)w+wHa(𝜃)

𝜕aH(𝜃)

𝜕𝜃
w

= 2Re

[︂
wH𝜕a(𝜃)

𝜕𝜃
aH(𝜃)w

]︂
(2-91)

定义

d(𝜃0),
𝜕a(𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒
𝜃=𝜃0

(2-92)

由式(2-91)可知
𝜕𝑃 (𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒
𝜃=𝜃0

= 2Re
[︀
wHd(𝜃0)aH(𝜃0)w

]︀
(2-93)

因此，施加导数约束（式(2-90)）的多点方向图控制问题可以描述为

find ̃︀w𝑘+1 ∈M∩D (2-94)

其中M的定义见式(2-76)，集合D满足

D=
{︁
w
⃒⃒⃒
Re
[︀
wHd(𝜃0)aH(𝜃0)w

]︀
= 0
}︁

(2-95)

可以看出，不产生波束中心偏移的多点方向图控制权向量属于集合 M与D的交
集。

从上节可知，集合M中的任意向量w可以表示为

w = 𝑐1

[︁
U12 w𝑘+1,1

]︁[︁̃︀bT
1 1

]︁T
(2-96a)

subject to F̃︀b1 =−q, 𝑐1 ̸= 0 (2-96b)

为了保证上述w同时位于集合D中，结合 (2-95)与 (2-96a)可知下式需要满足

Re
[︁
(U12

̃︀b1+w𝑘+1,1)
Hd(𝜃0)aH(𝜃0)(U12

̃︀b1+w𝑘+1,1)
]︁
= 0 (2-97)
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由于aH(𝜃0)U12 = 0，等式(2-97)可以简化为

Re
[︁̃︀bH

1 p
]︁
= 𝛽𝑟 (2-98)

其中

p=UH
12d(𝜃0)a

H(𝜃0)w𝑘+1,1∈ C𝑁−2 (2-99)

𝛽𝑟 =−Re
[︁
wH
𝑘+1,1d(𝜃0)a

H(𝜃0)w𝑘+1,1

]︁
(2-100)

因此，问题(2-94)可以重新表述为

find ̃︀w𝑘+1 = 𝑐1

[︁
U12 w𝑘+1,1

]︁[︁̃︀bT
1 1

]︁T
(2-101a)

subject to F̃︀b1 =−q, 𝑐1 ̸= 0, Re
[︁̃︀bH

1 p
]︁
= 𝛽𝑟 (2-101b)

为了进一步得到上述问题(2-101)的解析解，下面考虑其实数形式。首先定义

Y ,

⎡⎣Re(F) −Im(F)

Im(F) Re(F)

⎤⎦∈ R2𝑁(𝑀−1)×2(𝑁−2) (2-102)

z,
[︁
Re(̃︀bT

1 ) Im(̃︀bT
1 )
]︁T

∈ R2(𝑁−2) (2-103)

r,
[︁
−Re(qT) −Im(qT)

]︁T
∈ R2𝑁(𝑀−1) (2-104)

f ,
[︁
Re(pT) Im(pT)

]︁T
∈ R2(𝑁−2) (2-105)

不难得到

F̃︀b1 =−q⇔Yz= r (2-106)

Re
[︁̃︀bH

1 p
]︁
= 𝛽𝑟 ⇔ fTz= 𝛽𝑟 (2-107)

则对实向量z（或复向量̃︀b1）的约束可以用下式表示

Cz= k (2-108)

其中

C=
[︁
YT f

]︁T
∈ R(2𝑁(𝑀−1)+1)×2(𝑁−2) (2-109)

k=
[︁
rT 𝛽𝑟

]︁T
∈ R2𝑁(𝑀−1)+1 (2-110)

假设wH
𝑘+1,𝑚a(𝜃0) ̸= 0， 𝑚 = 1,2, · · · ,𝑀，且a(𝜃0),a(𝜃𝑘+1,1), · · · ,a(𝜃𝑘+1,𝑀 ),d(𝜃0)线

性无关，则方程(2-108)相容（证明见附录A.4），其通解可以表示为

z=C†k+z𝑛, ∀z𝑛 ∈𝒩 (C) (2-111)
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进一步，可以将满足(2-94)的权向量̃︀w𝑘+1表示为

̃︀w𝑘+1 = 𝑐1

[︁
U12 w𝑘+1,1

]︁[︁̃︀bT
1 1

]︁T
= 𝑐1

[︁
Re(U12)+ 𝑗Im(U12) −Im(U12)+ 𝑗Re(U12) w𝑘+1,1

]︁[︁
zT 1

]︁T
= 𝑐1

[︁
Ξ w𝑘+1,1

]︁[︁
(C†k+z𝑛)T 1

]︁T
, 𝑐1 ̸= 0, ∀z𝑛 ∈𝒩 (C) (2-112)

其中

Ξ,
[︁
U12 𝑗U12

]︁
∈ C𝑁×2(𝑁−2) (2-113)

最终，算法M2A2RC的总结见算法3。

算法 3 M2A2RC算法
1: 输入：w𝑘,⋆， 𝜃𝑘+1,𝑚，𝜌𝑘+1,𝑚，𝑚= 1,2, · · · ,𝑀。
2: for 𝑚= 1,2, · · · ,𝑀 do

3: 由式(2-66)计算𝜇𝑘+1,𝑚使得 𝐿(𝜃𝑘+1,𝑚, 𝜃0) = 𝜌𝑘+1,𝑚。

4: 得到权向量w𝑘+1,𝑚 =w𝑘,⋆+𝜇𝑘+1,𝑚a(𝜃𝑘+1,𝑚)。

5: 对A(𝜃0, 𝜃𝑘+1)进行奇异值分解得到U𝑚2，记H𝑚 = [U𝑚2 w𝑘+1,𝑚]。

6: end for

7: 分别由(2-87)和(2-88)得到F和q。

8: 由(2-92)计算d(𝜃0)。

9: 得到C，k和Ξ（分别见(2-109)， (2-110)和(2-113)）。

10: 输出：̃︀w𝑘+1 = 𝑐1

[︁
Ξ w𝑘+1,1

]︁[︁
(C†k+z𝑛)T 1

]︁T
，其中𝑐1 ̸= 0，z𝑛 ∈𝒩 (C)。

与MA2RC算法相比，上述M2A2RC算法中施加了额外的约束。不难得出，

M2A2RC算法最多可以控制𝑁 −2个点。

2.3.3 M2A2RC算法最优权向量确定

由式(2-112)可知，M2A2RC算法有无穷多组解，下面考虑如何从中选出一组

最优的权向量。

首先，注意到式(2-112)中的𝑐1不会对方向图产生影响。简单起见，我们令𝑐1 =

1，从而可以将̃︀w𝑘+1表示为

̃︀w𝑘+1 =
[︁
Ξ w𝑘+1,1

]︁[︁
(C†k+z𝑛)T 1

]︁T
(2-114)

其中z𝑛 ∈𝒩 (C)。除此之外，式(2-114)中的w𝑘+1,1由A2RC得到，满足

w𝑘+1,1 = ̃︀w𝑘,⋆+𝜇𝑘+1,1a(𝜃𝑘+1,1) (2-115)
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其中̃︀w𝑘,⋆代表第𝑘步M2A2RC的最优权向量。

由前文讨论（式(2-66)和(2-114)）可知， ̃︀w𝑘+1的最优解（记为̃︀w𝑘+1,⋆）满足

下面约束问题

miñ︀w𝑘+1

⃦⃦
P⊥̃︀w𝑘,⋆

̃︀w𝑘+1

⃦⃦2
2

(2-116a)

subject to ̃︀w𝑘+1 =
[︁
Ξ w𝑘+1,1

]︁⎡⎣C†k+z𝑛

1

⎤⎦ (2-116b)

其中P⊥̃︀w𝑘,⋆
为向ℛ⊥(̃︀w𝑘,⋆)投影的正交投影矩阵，满足

P⊥̃︀w𝑘,⋆
= I−

̃︀w𝑘,⋆ ̃︀wH
𝑘,⋆̃︀wH

𝑘,⋆ ̃︀w𝑘,⋆
∈ C𝑁×𝑁 (2-117)

由式(2-114)可以看出，权向量的确定的关键在于如何选取参数z𝑛（记其最优解

为z𝑛,⋆）。不难得到最优的z𝑛,⋆满足

z𝑛,⋆ = arg min
z𝑛∈𝒩 (C)

⃦⃦⃦
P⊥̃︀w𝑘,⋆

{︂[︁
Ξ w𝑘+1,1

]︁[︁
(C†k+z𝑛)T 1

]︁T}︂⃦⃦⃦2
2

= arg min
z𝑛∈𝒩 (C)

⃦⃦⃦
P⊥̃︀w𝑘,⋆

{︂[︁
Ξ ̃︀w𝑘,⋆+𝜇𝑘+1,1a(𝜃𝑘+1,1)

]︁[︁
(C†k+z𝑛)T 1

]︁T}︂⃦⃦⃦2
2

= arg min
z𝑛∈𝒩 (C)

⃦⃦⃦
P⊥̃︀w𝑘,⋆

Ξz𝑛+P⊥̃︀w𝑘,⋆
ΞC†k+𝜇𝑘+1,1P

⊥̃︀w𝑘,⋆
a(𝜃𝑘+1,1)⏟  ⏞  

z𝑑

⃦⃦⃦2
2

= [basis{𝒩 (C)}] ·argmin
cz𝑛

⃦⃦⃦
P⊥̃︀w𝑘,⋆

Ξ [basis{𝒩 (C)}]cz𝑛⏟  ⏞  
z𝑛

+z𝑑

⃦⃦⃦2
2

(2-118a)

=V𝑐𝑛 ·argmin
cz𝑛

⃦⃦
Tcz𝑛 +z𝑟

⃦⃦2
2

(2-118b)

=−V𝑐𝑛T
†z𝑟 (2-118c)

其中z𝑑，C，T和z𝑟满足

z𝑑 =P⊥̃︀w𝑘,⋆
ΞC†k+𝜇𝑘+1,1P

⊥̃︀w𝑘,⋆
a(𝜃𝑘+1,1)∈ C𝑁 (2-119)

C=U𝑐Σ𝑐VH
𝑐 =U𝑐Σ𝑐

[︁
V𝑐𝑟 V𝑐𝑛

]︁H
(2-120)

T=

⎡⎣Re(︁P⊥̃︀w𝑘,⋆
ΞV𝑐𝑛

)︁
Im
(︁
P⊥̃︀w𝑘,⋆

ΞV𝑐𝑛

)︁⎤⎦∈ R2𝑁×(2(𝑁−2)−𝑟𝑐) (2-121)

z𝑟 =
[︁
Re
(︀
zT𝑑
)︀

Im
(︀
zT𝑑
)︀]︁T

∈ R2𝑁 (2-122)

需要注意到式(2-118b)中用到了下面结论

basis{𝒩 (C)}=V𝑐𝑛∈ R2(𝑁−2)×(2(𝑁−2)−𝑟𝑐) (2-123)
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上式中V𝑐𝑛由式(2-120)中矩阵V𝑐的后2(𝑁 − 2)− 𝑟𝑐个列构成，其中𝑟𝑐 = rank(C)。

另外，注意到式(2-118b)为实的最小二乘问题，其最优解由式(2-118c)得到。综上，

最优的权向量̃︀w𝑘+1,⋆可以表示为

̃︀w𝑘+1,⋆ =
[︁
Ξ w𝑘+1,1

]︁[︁
(C†k+z𝑛,⋆)T 1

]︁T
=ΞC†k−ΞV𝑐𝑛T

†z𝑟+w𝑘+1,1 (2-124)

2.3.4 基于M2A2RC的方向图综合

上节中介绍了MA2RC算法和M2A2RC算法。下面介绍如何利用M2A2RC算法

实现任意阵列方向图综合，且不产生波束中心偏移。所提方向图综合算法与基

于A2RC算法的方向图综合思想类似。相比于A2RC类方法，基于 M2A2RC的方向

图综合方法降低了迭代次数。具体地，首先根据当前方向图与期望方向图（记

为𝐿𝑑(𝜃)）确定待控制角度。这些角度既可以位于旁瓣区域，也可以位于主瓣区

域。对于旁瓣方向图综合，我们选取当前方向图高于期望电平值的峰值旁瓣角度。

对于主瓣方向图综合，我们选取与期望电平相差较大的角度。选取一些角度后，

应用M2A2RC算法将相应角度的波束方向图电平调节为期望电平值，得到更新后

的权向量。利用更新后的权向量继续选取新的角度，从而实现上述过程的迭代，

直至得到满意的方向图电平。注意到在每次方向图控制过程中，由于导数约束的

限制，波束中心不会产生偏移。

2.3.5 仿真实验

下面通过仿真来验证MA2RC算法和M2A2RC算法的性能。实验中，取初始权

向量为a(𝜃0)。

2.3.5.1 多点方向图控制

下面使用10阵元非等距线性阵列进行仿真。第𝑛个阵元的方向图为

𝑔𝑛(𝜃) =
cos [𝜋𝑙𝑛sin(𝜃+ 𝜁𝑛)]− cos(𝜋𝑙𝑛)

cos(𝜃+ 𝜁𝑛)
(2-125)

其中𝜁𝑛和𝑙𝑛分别代表阵元角度和长度。𝜁𝑛，𝑙𝑛以及阵元位置 𝑥𝑛的取值见表2-1。取

波束中心为𝜃0=0∘。考虑三个待控制方向（即𝑀 =3），各角度分别为−45∘，−20∘，

−6∘。期望电平分别为 −10dB，−20dB，−6dB。注意到前两个角度位于旁瓣区

域，而第三个角度位于主瓣区域。

图2-12展示了MA2RC算法和M2A2RC算法的方向图。简单起见，取f𝑛和z𝑛为

零向量。由图中可以看出，两种算法均可以实现预期的多点精确电平控制。注意

到MA2RC算法的方向图波束中心偏移了约0.2∘，而M2A2RC算法没有产生波束中

心偏移。上述仿真结果与理论预测相一致。
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表 2-1各向异性线性随机阵列参数

𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑙𝑛(𝜆) 𝜁𝑛（度） 𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑙𝑛(𝜆) 𝜁𝑛（度）

1 0.00 0.3 0.0 6 2.64 0.27 10

2 0.45 0.25 -4.0 7 3.09 0.23 1.0

3 0.93 0.24 5.0 8 3.55 0.24 -10

4 1.56 0.20 -32 9 4.09 0.25 0.5

5 2.04 0.26 -3.2 10 4.52 0.21 7.2
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图 2-12各向异性线性随机阵列多点方向图电平控制结果

2.3.5.2 基于M2A2RC的方向图综合

下面考虑21阵元各向同性等距线阵以及非等电平的期望旁瓣。取波束中心

为𝜃0 = 50∘，记每步的控制角度个数为𝑀。图2-13展示了不同步骤得到的方向图。

第一步中，首先找出初始方向图的旁瓣峰值位置（记为𝜃1,𝑚，𝑚= 1, · · · ,𝑀），
分别取各角度的期望电平为𝜌1,𝑚 = 𝐿𝑑(𝜃1,𝑚)。基于此，应用M2A2RC 得到新的权

向量̃︀w1,⋆（参考式(2-124)）。由之前分析可知，̃︀w1,⋆可以将 𝜃1,𝑚方向的电平调节为

期望电平𝐿𝑑(𝜃1,𝑚)，𝑚= 1, · · · ,𝑀，并且不会产生波束中心偏移。第一步得到的方
向图见图2-13(a)。第二步中，从第一步产生的方向图中找出所有旁瓣峰值角度，

将其记为 𝜃2,𝑚，𝑚 = 1,2, · · · ,𝑀。应用M2A2RC算法得到权向量̃︀w2,⋆，从而将角

度 𝜃2,𝑚的电平调节为期望电平𝐿𝑑(𝜃2,𝑚)。第二步得到的方向图见图2-13(b)。注意

到𝜃1,𝑚角度的电平近似不变，而且波束中心仍然保持在𝜃0处。迭代进行上述过程
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直到得到理想的方向图。仿真发现，只需要三步迭代即可得到满意的方向图。由

图2-13(c)可以看出，三步迭代之后方向图旁瓣十分接近期望电平。
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图 2-13非等旁瓣电平方向图综合结果。(a)第1步结果;(b)第2步结果;(c)第3步结果

图2-14展示了不同方法的对比结果，由图可知A2RC方法和M2A2RC方法的旁

瓣性能优于菲利普方法。由图可以看出菲利普方法在−52∘和−43∘方向的电平高于

相应期望电平约1dB。A2RC方法和M2A2RC方法得到的方向图相似，且两者的旁

瓣电平与期望电平接近。需要注意的是，菲利普方法和A2RC使波束中心发生了偏

移，而M2A2RC方法方向图的波束中心仍为𝜃0，这与理论预测是一致的。

2.4 OPARC算法

前文介绍了单点精确响应控制算法和多点精确响应控制算法，但这些算法没

有考虑阵列增益。本节介绍一种最优准确阵列响应控制 (Optimal and Precise Array

Response Control, OPARC)算法。
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图 2-14非等旁瓣电平方向图控制结果对比

2.4.1 自适应阵列理论

考虑𝑁元阵列，阵列观测向量x(𝑡)可以表示为

x(𝑡) = a(𝜃0)𝑠0(𝑡)+
𝑘∑︁
ℓ=1

a(𝜃ℓ)𝑠ℓ(𝑡)+n(𝑡) (2-126)

其中n(𝑡)为噪声分量， 𝑘为干扰个数， 𝜃0为期望信号的角度，𝑠0(𝑡)为信号波形，

𝜃ℓ和𝑠ℓ(𝑡)分别代表第ℓ个干扰的角度和波形。考虑白噪声，同时假设噪声与干扰独

立，则可以将𝑁 ×𝑁维的噪声加干扰协方差矩阵表示为

R𝑛+𝑖 = 𝐸

⎧⎨⎩
(︃

𝑘∑︁
ℓ=1

a(𝜃ℓ)𝑠ℓ(𝑡)+n(𝑡)

)︃(︃
𝑘∑︁
ℓ=1

a(𝜃ℓ)𝑠ℓ(𝑡)+n(𝑡)

)︃H
⎫⎬⎭

= 𝜎2𝑛I+
𝑘∑︁
ℓ=1

𝜎2ℓa(𝜃ℓ)a
H(𝜃ℓ) (2-127)

其中𝜎2𝑛和𝜎
2
ℓ分别表示噪声和干扰的功率。

窄带波束形成的输出可以表示为

𝑦(𝑡) =wHx(𝑡) (2-128)

其中𝑡表示时间，w为𝑁 ×1维权向量。为了抑制干扰和噪声，可以设计权向量w最

大化如下的输出信干噪比(signal-to-interference-plus-noise ratio,SINR)

SINR =
𝜎2𝑠 |wHa(𝜃0)|2

wHR𝑛+𝑖w
(2-129)

40

万方数据



第二章基于线性空间理论的方向图控制算法

其中𝜎2𝑠 = 𝐸{|𝑠0(𝑡)|2}表示信号功率。众所周知，最大化SINR的最优权向量wopt可

以表示为

wopt =R−1
𝑛+𝑖a(𝜃0) (2-130)

注意到式(2-129)中的SINR可以表示为 𝐺 ·𝜎2𝑠/𝜎2𝑛，其中𝐺定义为

𝐺=
|wHa(𝜃0)|2

wHT𝑛+𝑖w
(2-131)

上式中T𝑛+𝑖 ,R𝑛+𝑖/𝜎
2
𝑛代表归一化的噪声加干扰协方差矩阵，即

T𝑛+𝑖 =
R𝑛+𝑖

𝜎2𝑛
= I+

𝑘∑︁
ℓ=1

𝛽ℓa(𝜃ℓ)a
H(𝜃ℓ) (2-132)

其中𝛽ℓ , 𝜎2ℓ /𝜎
2
𝑛代表干噪比。实际上，𝐺表示对输入信噪比的放大倍数，该参数被

称作阵列增益。最优权向量可以实现阵列增益的最大化。

2.4.2 最优权的更新

由式(2-130)–(2-132)可以看出，最优权wopt依赖于R𝑛+𝑖 或T𝑛+𝑖。考虑非数据

依赖的阵列响应控制，此时给定导向矢量a(𝜃)和波束中心𝜃0，需要设计权向量w使

得归一化波束方向图 𝐿(𝜃,𝜃0) , |wHa(𝜃)|2
⧸︀
|wHa(𝜃0)|2满足某些要求。这里考虑如

何实现单个方向的精确电平控制。此时由于R𝑛+𝑖或T𝑛+𝑖不可用，可以通过设计虚

拟的噪声加干扰协方差矩阵(virtual covariance matrix,VCM)来实现。记VCM为T𝑘，

需要注意的是这里的T𝑘不是由真实数据产生的，所以其可能不具有真实的物理含

义。另外，我们不假设T𝑘为正定矩阵或共轭对称矩阵。利用VCM的概念，数据依

赖自适应阵列理论可以应用到数据独立波束形成中。下面讨论如何施加虚拟干扰

（即设计虚拟干扰的INR），从而最优地将权向量 w𝑘−1,opt = T−1
𝑘−1a(𝜃0) 更新为权

向量w𝑘,opt，使得 𝜃𝑘处的波束响应达到期望值𝜌𝑘。

具体来讲，假设已有𝑘− 1个方向的波束响应电平通过添加𝑘− 1个虚拟干扰

进行了控制，相应的VCM记为T𝑘−1。对于给定的方向𝜃𝑘以及期望电平𝜌𝑘，我们

在𝜃𝑘处添加第𝑘个虚拟干扰，并最优地设计其干噪比𝛽𝑘。由式(2-132)可知，此时虚

拟的噪声加干扰协方差矩阵VCM更新表达式为

T𝑘 =T𝑘−1+𝛽𝑘a(𝜃𝑘)a
H(𝜃𝑘) (2-133)

利用矩阵求逆法则可知

T−1
𝑘 =T−1

𝑘−1−
𝛽𝑘T

−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)T
−1
𝑘−1

1+𝛽𝑘aH(𝜃𝑘)T
−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)

(2-134)
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相应地，最优权可以表示为w𝑘,opt = T−1
𝑘 a(𝜃0)。利用式(2-130)和(2-134)，可以将

权向量w𝑘,opt表示为

w𝑘,opt =w𝑘−1,opt+𝛾𝑘T
−1
𝑘−1a(𝜃𝑘) (2-135)

其中w𝑘−1,opt =T−1
𝑘−1a(𝜃0)代表之前的最优权， 𝛾𝑘满足

𝛾𝑘 =−
𝛽𝑘aH(𝜃𝑘)T

−1
𝑘−1a(𝜃0)

1+𝛽𝑘aH(𝜃𝑘)T
−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)

,Ψ𝑘(𝛽𝑘) (2-136)

上式中的Ψ𝑘(·)为从𝛽𝑘到 𝛾𝑘的映射。

式(2-135)–(2-136)给出了最优化SINR时的权向量更新形式。然而，式(2-135)所

得到的权向量w𝑘,opt并不能将𝜃𝑘方向的电平调节至期望值𝜌𝑘。为了实现对𝜃𝑘方向的

电平控制要求，下面首先考虑对于给定的w𝑘−1,opt =T−1
𝑘−1a(𝜃0)，是否存在𝛾𝑘（或

等价地𝛽𝑘），使得𝜃𝑘方向的电平准确地调为𝜌𝑘？如果存在，其值是多少？为了回答

上述问题，我们将权向量表示为

w𝑘 =w𝑘−1+𝛾𝑘v𝑘 (2-137)

简单起见，上式中省略了下标(·)opt，式中v𝑘定义为

v𝑘 ,T−1
𝑘−1a(𝜃𝑘) (2-138)

数学上，𝜃𝑘方向的电平约束可以表述为

𝐿(𝜃𝑘, 𝜃0) = |wH
𝑘 a(𝜃𝑘)|

2
⧸︀
|wH

𝑘 a(𝜃0)|
2 = 𝜌𝑘 (2-139)

其中期望电平值满足𝜌𝑘 ≤ 1。结合式(2-137)与式(2-139)可以得到

zH𝑘H𝑘z𝑘 = 0 (2-140)

其中z𝑘和H𝑘分别定义为

z𝑘 , [1 𝛾𝑘]
T (2-141a)

H𝑘 , [w𝑘−1 v𝑘]
H
(︀
a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)−𝜌𝑘a(𝜃0)aH(𝜃0)
)︀
[w𝑘−1 v𝑘] (2-141b)

将式(2-140)展开可以得到下面定理。

定理 2.4.1 假设𝛾𝑘满足(2-140)，如果H𝑘(2,2) = 0， [ℜ(𝛾𝑘) ℑ(𝛾𝑘)]T的轨迹是
下面直线：

ℜ[H𝑘(1,2)]ℜ(𝛾𝑘)−ℑ[H𝑘(1,2)]ℑ(𝛾𝑘) =−H𝑘(1,1)/2 (2-142)

如果H𝑘(2,2) ̸= 0， [ℜ(𝛾𝑘) ℑ(𝛾𝑘)]T的轨迹为复平面的圆C𝛾：

C𝛾 =
{︁
[ℜ(𝛾𝑘) ℑ(𝛾𝑘)]T

⃒⃒⃒⃦⃦
[ℜ(𝛾𝑘) ℑ(𝛾𝑘)]T−c𝛾

⃦⃦
2
=𝑅𝛾

}︁
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其中圆心为

c𝛾 =
1

H𝑘(2,2)

⎡⎣−ℜ [H𝑘(1,2)]

ℑ [H𝑘(1,2)]

⎤⎦ (2-143)

半径为

𝑅𝛾 =
√︀

−det(H𝑘)
⧸︀
|H𝑘(2,2)| (2-144)

证明 参考定理2.2.2的证明。 ■

从上述定理可知，对于给定的权向量w𝑘−1 = T−1
𝑘−1a(𝜃0)，存在无穷多个𝛾𝑘使

得𝜃𝑘方向的电平为𝜌𝑘。这表明，通过添加虚拟干扰并设计参数𝛾𝑘（或干噪比），可

以实现电平的精确控制。

显然，如果H𝑘(2,2) = 0，则有

𝜌𝑘 =

⃒⃒
(T−1

𝑘−1a(𝜃𝑘))
Ha(𝜃𝑘)

⃒⃒2⃒⃒
(T−1

𝑘−1a(𝜃𝑘))
Ha(𝜃0)

⃒⃒2 (2-145)

此时通常有𝜌𝑘 > 1，这与𝜌𝑘 ≤ 1的假设矛盾。鉴于此，下文仅考虑H𝑘(2,2) ̸= 0的

情况，此时[ℜ(𝛾𝑘) ℑ(𝛾𝑘)]T 的轨迹为圆，如图2-15所示。下面考虑如何选取最优

的𝛾𝑘或𝛽𝑘 使得阵列增益最大。

<(")
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

=
("
)

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

O

C.

Fa

Fb

R.

图 2-15 𝛾𝑘的轨迹示意图
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2.4.3 𝛾𝑘的最优选取

参数𝛾𝑘的选择可以用下面最优精确阵列控制问题表述：

maximize
𝛾𝑘

𝐺𝑘 , |wH
𝑘 a(𝜃0)|

2/|wH
𝑘 T𝑘w𝑘| (2-146a)

subject to 𝐿(𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘 (2-146b)

w𝑘 =w𝑘−1+𝛾𝑘T
−1
𝑘−1a(𝜃𝑘) (2-146c)

上式(2-146a)中，阵列增益𝐺𝑘期望获得最大值。另外，除了电平约束(2-146b)之外，

上述OPARC问题中同时添加了约束(2-146c)，这可以使得所得到的w𝑘为最优权。

若𝛾𝑘满足式(2-136)，约束(2-146c)满足w𝑘=T−1
𝑘 a(𝜃0)。为了解问题(2-146)，我

们将 w𝑘 =T−1
𝑘 a(𝜃0)代入到目标函数中，得到

𝐺𝑘 =
aH(𝜃0)T

−H
𝑘 a(𝜃0)aH(𝜃0)T

−1
𝑘 a(𝜃0)⃒⃒

aH(𝜃0)T
−H
𝑘 T𝑘T

−1
𝑘 a(𝜃0)

⃒⃒ = |aH(𝜃0)T−1
𝑘 a(𝜃0)| (2-147)

上式中利用了

(aH(𝜃0)T
−H
𝑘 a(𝜃0))H = aH(𝜃0)T

−1
𝑘 a(𝜃0) (2-148a)

|aH(𝜃0)T−H
𝑘 a(𝜃0)|= |aH(𝜃0)T−1

𝑘 a(𝜃0)| (2-148b)

再次注意式(2-147)的推导中，T𝑘不一定为复共轭对称矩阵。然后，由式(2-134)和

式(2-136)，可以将𝐺𝑘重新表示为

𝐺𝑘 =
⃒⃒
aH(𝜃0)T

−1
𝑘−1a(𝜃0)+𝛾𝑘a

H(𝜃0)T
−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)

⃒⃒
= |̃︀𝜉𝑐| · |𝜉0/̃︀𝜉𝑐+𝛾𝑘| (2-149)

其中𝜉0，𝜉𝑘，𝜉𝑐和̃︀𝜉𝑐分别定义如下
𝜉0 , aH(𝜃0)T

−1
𝑘−1a(𝜃0) (2-150a)

𝜉𝑘 , aH(𝜃𝑘)T
−1
𝑘−1a(𝜃𝑘) (2-150b)

𝜉𝑐 , aH(𝜃𝑘)T
−1
𝑘−1a(𝜃0) (2-150c)̃︀𝜉𝑐 , aH(𝜃0)T
−1
𝑘−1a(𝜃𝑘) (2-150d)

结合定理2.4.1，问题(2-146)可以表示为

maximize
𝛾𝑘

|𝜉0/̃︀𝜉𝑐+𝛾𝑘| (2-151a)

subject to [ℜ(𝛾𝑘) ℑ(𝛾𝑘)]T ∈ C𝛾 (2-151b)

尽管问题(2-151)非凸，但是其有解析形式解，详见下述定理。

定理 2.4.2 将圆C𝛾与连接原点O = [0,0]T与圆心c𝛾 （见式(2-143)）的直线的

两个交点分别记为 𝐹𝑎 , [ℜ(𝛾𝑘,𝑎) ℑ(𝛾𝑘,𝑎)]T 和𝐹𝑏 , [ℜ(𝛾𝑘,𝑏) ℑ(𝛾𝑘,𝑏)]T。假设|𝛾𝑘,𝑎| <
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|𝛾𝑘,𝑏|。如果T𝑘−1为复共轭对称矩阵，则式(2-151)的最优解满足

𝛾𝑘,⋆ =

⎧⎨⎩ 𝛾𝑘,𝑎, 如果 𝜁 > 0

𝛾𝑘,𝑏, 否则
(2-152)

其中

𝜁 , sign[c𝛾(1)] · sign[ℜ(𝑑)−c𝛾(1)] (2-153)

上式中𝑑满足

𝑑,−𝜉0
⧸︀
𝜉*𝑐 (2-154)

此外，式(2-152)中的𝛾𝑘,𝑎和𝛾𝑘,𝑏满足

𝛾𝑘,𝑎 =−
(‖c𝛾‖2−𝑅𝛾)𝜒𝜉𝑐
‖c𝛾‖2H𝑘(2,2)

, 𝛾𝑘,𝑏 =−
(‖c𝛾‖2+𝑅𝛾)𝜒𝜉𝑐
‖c𝛾‖2H𝑘(2,2)

其中𝜒= 𝜉𝑘−𝜌𝑘𝜉0 ∈ R，c𝛾和 𝑅𝛾的定义见定理2.4.1。

证明 见附录A.5。 ■

更直观地，图2-15描述了𝛾𝑘,𝑎和𝛾𝑘,𝑏 的位置。显然，得到最优的𝛾𝑘,⋆后，权向

量可以更新为

w𝑘 =w𝑘−1+𝛾𝑘,⋆v𝑘 (2-155)

这就实现了第𝑘步的权向量更新。

2.4.4 VCM逆矩阵的更新

由于𝛾𝑘,⋆的计算需要对VCM求逆（即计算T−1
𝑘−1），下面讨论如何更新T−1

𝑘 ，从

而使得下一步的方向图控制可行。同样地，这里假设 T𝑘−1为复共轭对称矩阵，且

最优的𝛾𝑘,⋆已经由定理2.4.2得到。则由式(2-136)可得

−𝛽𝑘,⋆/
(︀
1+𝛽𝑘,⋆𝜉𝑘

)︀
= 𝛾𝑘,⋆/𝜉𝑐 (2-156)

其中𝛽𝑘,⋆ = Ψ−1
𝑘 (𝛾𝑘,⋆)表示第𝑘步中𝛾𝑘,⋆对应的干噪比。结合式(2-134)与式(2-156)得

到

T−1
𝑘 =T−1

𝑘−1+
𝛾𝑘,⋆v𝑘v

H
𝑘

𝜉𝑐
(2-157)

因此，得到𝛾𝑘,⋆后即可直接计算T−1
𝑘 ，而不需要先计算T𝑘再进行矩阵求逆。

为了进一步探讨T𝑘的共轭对称性，首先由定理2.4.2可以得到
𝛾𝑘,⋆
𝜉𝑐

=−
(‖c𝛾‖2±𝑅𝛾)𝜒
‖c𝛾‖2H𝑘(2,2)

∈ R (2-158)

45

万方数据



电子科技大学博士学位论文

不难看出，只要T𝑘−1为复共轭对称，所得到的T𝑘也为复共轭对称矩阵。因此，如

果取T0 = I，则有 T𝑖均为复共轭对称矩阵，𝑖 = 1,2, · · · ,𝑘。最终，OPARC算法总

结见算法4。

算法 4 OPARC算法
1: 输入： w0 = a(𝜃0)， T0 = I，𝜃𝑘以及相应的期望电平值 𝜌𝑘，𝑘 = 1,2, · · ·。
2: for 𝑘 = 1,2, · · · , do

3: 由式(2-152)计算𝛾𝑘,⋆，由式(2-138)得到v𝑘。

4: 更新w𝑘：w𝑘 =w𝑘−1+𝛾𝑘,⋆v𝑘。

5: 更新T−1
𝑘 ： T−1

𝑘 =T−1
𝑘−1+𝛾𝑘,⋆v𝑘v

H
𝑘

⧸︀
𝜉𝑐。

6: end for

7: 输出：权向量w𝑘。

2.4.5 OPARC性质

下面分析OPARC算法的一些性质，包括最优𝛽𝑘的选取， VCM正定性等。

2.4.5.1 𝛽𝑘的几何分布

由式(2-136)可知，𝛾𝑘为 𝛽𝑘的映射，而且𝛽𝑘可以用𝛾𝑘表示为

𝛽𝑘 =−𝛾𝑘
⧸︀
(𝜉𝑐+𝛾𝑘𝜉𝑘) = Ψ−1

𝑘 (𝛾𝑘) (2-159)

其中Ψ−1
𝑘 (·)为式(2-136)中Ψ𝑘(·) 的逆函数。因此，一旦𝛾𝑘得到，即可计算出相应

的𝛽𝑘。从𝛽𝑘的轨迹可知，如果𝜃𝑘的电平等于𝜌𝑘，则有定理2.4.1可以将𝛾𝑘表示为

𝛾𝑘 = c𝛾(1)+ 𝑗c𝛾(2)+𝑅𝛾𝑒
𝑗𝜙 (2-160)

其中c𝛾和𝑅𝛾的定义参考定理2.4.1， 𝜙可以为任意实数。将式(2-160)代入 (2-159)中

可以得到

𝛽𝑘 =
(︀
𝑝1+𝑝2𝑒

𝑗𝜙
)︀
/
(︀
𝑞1+ 𝑞2𝑒

𝑗𝜙
)︀

(2-161)

其中𝑝𝑙和𝑞𝑙为复数，𝑙 = 1,2，满足

𝑝1 =−c𝛾(1)− 𝑗c𝛾(2), 𝑝2 =−𝑅𝛾 (2-162a)

𝑞1 = 𝜉𝑐+(c𝛾(1)+ 𝑗c𝛾(2))𝜉𝑘, 𝑞2 =𝑅𝛾𝜉𝑘 (2-162b)

经过计算，不难得到下面定理
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定理 2.4.3 若𝛽𝑘满足式(2-161)，则[ℜ(𝛽𝑘) ℑ(𝛽𝑘)]T的轨迹为圆C𝛽，其中圆心
为

c𝛽 =
[︀
𝜉0/(|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘), 0

]︀T (2-163)

半径为

𝑅𝛽 = |𝜉𝑐|
⧸︀[︀√

𝜌𝑘 ·
⃒⃒
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

⃒⃒]︀
(2-164)

即𝛽𝑘可以表示为

𝛽𝑘 = c𝛽(1)+ 𝑗c𝛽(2)+𝑅𝛽𝑒
𝑗𝜑 (2-165)

其中𝜑为任意实数。

证明 见附录A.6。 ■

与𝛾𝑘类似，圆上所有的𝛽𝑘均可以将𝜃𝑘处的电平响应调节为𝜌𝑘。注意到，如果

利用𝛾𝑘实现电平响应控制，则 c𝛽和𝑅𝛽的计算不需要知道权向量 w𝑘−1。这意味着

不需要知道任何权向量即可得到所有的𝛽𝑘。与此相反，𝛾𝑘的确定则依赖于之前的

权向量w𝑘−1。

除此之外，由定理2.4.3可知，[ℜ(𝛽𝑘) ℑ(𝛽𝑘)]T轨迹的圆心位于实数轴，且圆心
与期望电平值𝜌𝑘无关。

2.4.5.2 最优𝛽𝑘的确定

在所有可用的𝛽𝑘（可以将𝜃𝑘方向的电平调节为𝜌𝑘）中，最优的𝛽𝑘获得最大的

阵列增益。因此，可以建立下面约束问题来求解最优的 𝛽𝑘

maximize
𝛽𝑘

𝐺𝑘 = |wH
𝑘 a(𝜃0)|

2/|wH
𝑘 T𝑘w𝑘| (2-166a)

subject to 𝐿(𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘 (2-166b)

w𝑘 =w𝑘−1+Ψ𝑘(𝛽𝑘)T
−1
𝑘−1a(𝜃𝑘) (2-166c)

其中𝛾𝑘被Ψ𝑘(𝛽𝑘)取代，如式(2-166c)所描述。上述问题(2-166)与前述问题(2-146)等

价。因此，问题(2-166)的最优解（记为𝛽𝑘,⋆）可以由下面映射得到

𝛽𝑘,⋆ =Ψ−1
𝑘 (𝛾𝑘,⋆) (2-167)

结合式(2-152)中𝛾𝑘,⋆的结果，可以计算得到𝛽𝑘,⋆的解析表达式，如下面定理所述。
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定理 2.4.4 问题(2-166)的最优解为

𝛽𝑘,⋆ =

⎧⎨⎩ 𝛽𝑘,𝑟, −1/𝜉𝑘 > 𝜉0/
(︀
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

)︀
𝛽𝑘,𝑙, −1/𝜉𝑘 ≤ 𝜉0/

(︀
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

)︀ (2-168)

其中𝛽𝑘,𝑟和𝛽𝑘,𝑙为圆C𝛽与实数轴 ℑ(·) = 0的交点，满足

𝛽𝑘,𝑟 =𝑅𝛽+ 𝜉0/
(︀
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

)︀
(2-169)

𝛽𝑘,𝑙 =−𝑅𝛽+ 𝜉0/
(︀
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

)︀
(2-170)

尽管由定理2.4.3得出的 𝛽𝑘可以取复数，但由式(2-168)不难看出，最优的𝛽𝑘,⋆为

实数。然而，由前文可知，𝛽𝑘的物理含义是信干噪比（参考式(2-132)），在现实

世界中其值应为非负。由式(2-168)-(2-170)，所得到的𝛽𝑘,⋆可以为负值，其原因可

能是这里并未假设T𝑘−1为非负定矩阵。另外，如果T𝑘−1为复共轭对称矩阵，由

于 𝛽𝑘,⋆为实数，则T𝑘 =T𝑘−1+𝛽𝑘,⋆a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)也为复共轭对称矩阵。这与前文中

式(2-158)下的推断一致。显然，式(2-168)得到的最优𝛽𝑘,⋆不依赖于之前的权向量。

一旦最优的𝛽𝑘,⋆得到，我们可以将当前的VCM更新为

T𝑘 =T𝑘−1+𝛽𝑘,⋆a(𝜃𝑘)a
H(𝜃𝑘) (2-171)

取T0 = I为初始VCM，将所有的虚拟干扰考虑在内，则将可以T𝑘表示为

T𝑘 = I+A𝑘Σ𝑘A
H
𝑘 (2-172)

其中A𝑘 , [a(𝜃1), · · · ,a(𝜃𝑘)]，Σ𝑘 为由所有虚拟干扰的干噪比构成的对角矩阵，即

Σ𝑘 =Diag
(︀[︀
𝛽1,⋆,𝛽2,⋆, · · · ,𝛽𝑘,⋆

]︀)︀
(2-173)

相应地，我们有w𝑘 =T−1
𝑘 a(𝜃0)。上述OPARC算法变种总结在算法5中。由于省略

了中间向量的计算，算法更加简单。

算法 5 OPARC算法（等价实现形式）
1: 输入：a(𝜃0)，待控制角度𝜃𝑘及其期望电平𝜌𝑘， 𝑘 = 1,2, · · ·。
2: 取T0 = I。

3: for 𝑘 = 1,2, · · · , do

4: 利用式(2-168)计算𝛽𝑘,⋆。

5: 更新矩阵T𝑘：T𝑘 =T𝑘−1+𝛽𝑘,⋆a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)。

6: end for

7: 输出：w𝑘 =T−1
𝑘 a(𝜃0)。
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下面以几何视角分析𝛾𝑘和𝛽𝑘的关系。不难看出，式(2-168)中的条件 −1/𝜉𝑘 >

𝜉0/
(︀
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

)︀
等价于式(2-152)中的𝜁 > 0，当且仅当 𝜌𝑘𝜉0 < 𝜉𝑘。更具体地，我们

有 ⎧⎨⎩ 𝛾𝑘,𝑎 =Ψ𝑘(𝛽𝑘,𝑟),𝛾𝑘,𝑏 =Ψ𝑘(𝛽𝑘,𝑙), 如果 𝜌𝑘𝜉0 < 𝜉𝑘

𝛾𝑘,𝑎 =Ψ𝑘(𝛽𝑘,𝑙),𝛾𝑘,𝑏 =Ψ𝑘(𝛽𝑘,𝑟), 否则
(2-174)

函数映射Ψ𝑘(·)的示意图见图2-16，其中 𝐽𝑟，𝐽𝑙，𝐹𝑎和𝐹𝑏分别代表 [ℜ(𝛽𝑘,𝑟)ℑ(𝛽𝑘,𝑟)]T，
[ℜ(𝛽𝑘,𝑙) ℑ(𝛽𝑘,𝑙)]T， [ℜ(𝛾𝑘,𝑎) ℑ(𝛾𝑘,𝑎)]T和 [ℜ(𝛾𝑘,𝑏) ℑ(𝛾𝑘,𝑏)]T。
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图 2-16函数映射Ψ𝑘(·)的示意图

2.4.5.3 虚拟协方差矩阵的正定性

首先可以得到下面定理，从而可以简化 𝛽𝑘,⋆的选择。

定理 2.4.5 如果T𝑘−1 ∈ S𝑁++（S𝑁++为𝑁 ×𝑁维正定矩阵的集合），则

𝛽𝑘,⋆ = 𝛽𝑘,𝑟 = (|𝜉𝑐|−
√
𝜌𝑘𝜉0)/[

√
𝜌𝑘(𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)] (2-175)

而且，如果T𝑘−1 ∈ S𝑁++，则T𝑘 ∈ S𝑁++成立，当且仅当 𝜌𝑘 < 𝜉2𝑘/|𝜉𝑐|2。

证明 见附录A.7。 ■

一般情况下𝜉2𝑘/|𝜉𝑐|2大于1，另外假设 𝜌𝑘 ≤ 1，则有𝜌𝑘 < 𝜉2𝑘/|𝜉𝑐|2。因此，只
要T𝑘−1 ∈ S𝑁++，则每步权向量更新后均满足 T𝑘 ∈ S𝑁++， 𝛽𝑘,⋆ = 𝛽𝑘,𝑟。由于算法

中取T0 = I作为初始VCM，我们可以得到T𝑘 ∈ S𝑁++， 𝛽𝑘,⋆ = 𝛽𝑘,𝑟。
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定理 2.4.6 如果T𝑘−1 ∈ S𝑁++，则

𝛽𝑘,⋆ ≥ 0⇔ |𝜉𝑐| ≥
√
𝜌𝑘𝜉0 (2-176a)

𝛽𝑘,⋆ < 0⇔ |𝜉𝑐|<
√
𝜌𝑘𝜉0 (2-176b)

将𝜉𝑐和𝜉0的定义代入式(2-176)，同时结合 w𝑘−1 =T−1
𝑘−1a(𝜃0)，得到

𝛽𝑘,⋆ ≥ 0⇔ 𝜌𝑘 ≤
⃒⃒
wH
𝑘−1a(𝜃𝑘)

⃒⃒2
/
⃒⃒
wH
𝑘−1a(𝜃0)

⃒⃒2 (2-177a)

𝛽𝑘,⋆ < 0⇔ 𝜌𝑘 >
⃒⃒
wH
𝑘−1a(𝜃𝑘)

⃒⃒2
/
⃒⃒
wH
𝑘−1a(𝜃0)

⃒⃒2 (2-177b)

注意到上式中的
⃒⃒
wH
𝑘−1a(𝜃𝑘)

⃒⃒2
/
⃒⃒
wH
𝑘−1a(𝜃0)

⃒⃒2
代表权向量为w𝑘−1时 𝜃𝑘处的归一化

电平。从式(2-177)可以看出，所得到的𝛽𝑘,⋆非负当且仅当期望电平𝜌𝑘低于权向量

为w𝑘−1 式𝜃𝑘处的电平值。否则，所得到的𝛽𝑘,⋆为负值，从而可以提升 𝜃𝑘处的电平

值。可以看出，与传统的实际干扰的概念不同，虚拟干扰取负值的 𝛽𝑘,⋆仍然具有

意义。除了上述两个定理，可以得到下面定理。

定理 2.4.7 如果T𝑘−1 ∈ S𝑁++，则问题(2-166)与下面问题具有相同的最优解

maximize
𝛽𝑘

|wH
𝑘 a(𝜃0)|

2

wH
𝑘 T𝑘−1w𝑘

(2-178a)

subject to 𝐿(𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘 (2-178b)

w𝑘 =w𝑘−1+Ψ𝑘(𝛽𝑘)v𝑘. (2-178c)

证明 见附录A.8。 ■

由定理2.4.7可知，在相同的约束（式(2-166b)和式(2-166c)）下，问题(2-166)的

最优𝛽𝑘可以最大化之前的阵列增益（其计算考虑了之前的T𝑘−1而不是当前的T𝑘）。

2.4.6 与A2RC算法对比

下面对A2RC算法和本节的OPARC算法从两方面进行对比。
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2.4.6.1 权向量更新形式对比

A2RC算法中，权向量更新形式为

w𝑘 =w𝑘−1+𝜇𝑘a(𝜃𝑘) (2-179)

其中𝜇𝑘为待优化的超参数。为了最小化相邻两步方向图变化，同时避免低效的全

局搜索，A2RC中经验地选取𝜇𝑘,𝑎为最优值，其中𝜇𝑘,𝑎为下面问题的最优解

minimize
𝜇𝑘

|𝜇𝑘| (2-180a)

subject to
[︁
ℜ(𝜇𝑘) ℑ(𝜇𝑘)

]︁T
∈ C𝜇 (2-180b)

其中C𝜇为圆

C𝜇 =
{︁
[ℜ(𝜇𝑘) ℑ(𝜇𝑘)]T

⃒⃒⃒⃦⃦
[ℜ(𝜇𝑘) ℑ(𝜇𝑘)]T−c𝜇

⃦⃦
2
=𝑅𝜇

}︁
上式中，圆心c𝜇满足

c𝜇 =
1

Q𝑘(2,2)

⎡⎣−ℜ [Q𝑘(1,2)]

ℑ [Q𝑘(1,2)]

⎤⎦ (2-181)

半径𝑅𝜇满足

𝑅𝜇 =
√︀
−det(Q𝑘)

⧸︀
|Q𝑘(2,2)| (2-182)

其中Q𝑘定义为

Q𝑘 = [w𝑘−1 a(𝜃𝑘)]
H
(︀
a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)−𝜌𝑘a(𝜃0)aH(𝜃0)
)︀
[w𝑘−1 a(𝜃𝑘)] (2-183)

需要指出的是，上述经验式地参数选取方式可能导致波束方向图畸变。

OPARC算法中，权向量更新见式(2-146c)。不同于A2RC算法， OPARC算法

在w𝑘−1的基础上添加 T−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)的缩放（即 𝛾𝑘T

−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)），这使得所得到的权向

量为最优权。除此之外，OPARC算法中优化参数𝛾𝑘使得在满足电平约束的条件下

阵列增益最大化。

为了得到与A2RC类似的权向量更新形式，由附录A.9可以将式(2-146c)重新表

述为

w𝑘 =w𝑘−1+𝛾𝑘A(𝜃𝑘, · · · , 𝜃1)d𝑘

=w𝑘−1+𝛾𝑘a(𝜃𝑘)+𝛾𝑘A(𝜃𝑘−1, · · · , 𝜃1)d̄𝑘 (2-184)

其中A(𝜃𝑘, · · · , 𝜃1) , [a(𝜃𝑘), · · · ,a(𝜃1)]， 𝜃𝑖表示之前第𝑖步添加干扰的方向，1 ≤ 𝑖 ≤
𝑘−1，d𝑘为𝑘×1维向量，其首元素为1， d̄𝑘为(𝑘−1)×1维向量，通过从向量d𝑘中

剔除首元素得到。由式(2-184)可知，w𝑘中在w𝑘−1上的添加量是所有干扰导向矢量
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（既包含当前步的a(𝜃𝑘)也包含之前的 a(𝜃1), · · · ,a(𝜃𝑘−1)）的线性组合。与此不同，

A2RC算法中的相应添加量为当前干扰导向矢量（即a(𝜃𝑘)）的缩放。而且，可以

得到如下关于定理2.4.2的推论。

推论 2.4.1 第一步权向量更新（即w0 = a(𝜃0)， T0 = I）中，如果 𝜌1满足

𝜌1 ≤ ‖a(𝜃1)‖22/‖a(𝜃0)‖22，则𝜇1,⋆ = 𝛾1,⋆，否则𝜇1,⋆ = 𝛾1,×，其中𝛾1,× =
{︀
𝛾1,𝑎,𝛾1,𝑏

}︀
∖

𝛾1,⋆。

证明 见附录A.10。 ■

由推论2.4.1可知，如果𝜌1 ≤ ‖a(𝜃1)‖22/‖a(𝜃0)‖22，则A2RC 第一步权向量更新

结果与OPARC算法相同，否则，A2RC将选取次优参数 𝛾1,×。对于其它步的权向

量更新（即𝑘 > 1），OPARC选取最优参数，因此性能优于A2RC。

2.4.6.2 虚拟干扰干噪比对比

下面从虚拟干扰干噪比方面进行对比。首先将A2RC算法的第𝑘步更新表示为

w𝑘 = a(𝜃0)+𝜇1a(𝜃1)+ · · ·+𝜇𝑘a(𝜃𝑘)

= a(𝜃0)+A𝑘b𝑘 (2-185)

其中b𝑘 , [𝜇1,𝜇2, · · · ,𝜇𝑘]T。从上面权向量更新公式可知， A2RC算法不需要求虚

拟协方差矩阵。然而，为了比较虚拟干扰的干噪比，需要将式(2-185)与某个虚拟

协方差矩阵进行关联。为此，将权向量表示为

w𝑘 = T̆−1
𝑘 a(𝜃0) = a(𝜃0)−A𝑘

(︁
I+ Σ̆𝑘A

H
𝑘A𝑘

)︁−1
Σ̆𝑘A

H
𝑘 a(𝜃0) (2-186)

其中 T̆𝑘 = I+A𝑘Σ̆𝑘A
H
𝑘 为对应的虚拟协方差矩阵，Σ̆𝑘 =Diag([𝛽𝑘,1,𝛽𝑘,2, · · · ,𝛽𝑘,𝑘])

表征了当第𝑘步权向量更新完成时，在各角度𝜃𝑖方向累计添加干扰的干噪比，其

中𝑖 = 1, · · · ,𝑘。前𝑘 − 1步权向量更新不会再𝜃𝑘方向添加干扰。由附录A.11可知，

A2RC算法第𝑘步权向量更新时，𝜃𝑘方向虚拟干扰的干噪比为

𝛽𝑘,𝑘 =− 𝜇𝑘
aH(𝜃𝑘)w̆𝑘−1+𝜇𝑘‖a(𝜃𝑘)‖22

(2-187)

除此之外，𝑘−1个新干扰添加在之前的方向𝜃1, · · · , 𝜃𝑘−1上。记第𝑘步权向量更新时

在𝜃𝑖方向添加新干扰的干噪比为 Δ̆𝑘,𝑖，1≤ 𝑖≤ 𝑘−1。不难发现，Δ̆𝑘,𝑖满足

Δ̆𝑘,𝑖 = 𝛽𝑘,𝑖−𝛽𝑘−1,𝑖 (2-188)
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由附录A.11可进一步得到

Δ̆𝑘,𝑖 =
𝜇𝑘aH(𝜃𝑖)a(𝜃𝑘)𝛽

2
𝑘−1,𝑖

𝜇𝑖−𝜇𝑘aH(𝜃𝑖)a(𝜃𝑘)𝛽𝑘−1,𝑖

(2-189)

A2RC算法第𝑘步权向量更新时新添加干扰的干噪比（包括𝛽𝑘,𝑘和Δ̆𝑘,𝑖，1≤ 𝑖≤
𝑘−1）一般为复数，这一点与OPARC算法不同。而且，上述分析表明，A2RC算法

第𝑘步更新需要在之前控制方向（即方向𝜃1, · · · , 𝜃𝑘−1）添加虚拟干扰，而OPARC只

在当前控制角度𝜃𝑘方向添加虚拟干扰。由于第𝑘步的目的是调节𝜃𝑘方向的电平，之

前控制方向 𝜃1, · · · , 𝜃𝑘−1上的干扰会带来非理想的方向图变化。根据上面符号定义，

A2RC算法的虚拟协方差矩阵满足

T̆𝑘 = T̆𝑘−1+A𝑘Diag([Δ̆𝑘,1, · · · ,Δ̆𝑘,𝑘−1,𝛽𝑘,𝑘])A
H
𝑘 (2-190)

这与OPARC算法的协方差矩阵更新（式(2-171)）不同。

2.4.7 多点OPARC算法

下面将OPARC算法扩展到多点场景。介绍多点OPARC算法之前，首先对最优

权向量进行分析。

2.4.7.1 多干扰最优波束形成器

考虑𝑁元阵元，最优权向量可以表示为：

wopt =T−1
𝑛+𝑖a(𝜃0) (2-191)

其中T𝑛+𝑖表示归一化协方差矩阵，可以表示为

T𝑛+𝑖 =
R𝑛+𝑖

𝜎2𝑛
= I+

𝑄∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙a(𝜃𝑙)a
H(𝜃𝑙) (2-192)

其中𝛽𝑙 , 𝜎2𝑙 /𝜎
2
𝑛为干噪比，𝑄为干扰个数， a(𝜃𝑙)为第𝑙个干扰的导向矢量， 𝜎2𝑠为信

号功率，𝜎2𝑛和𝜎
2
𝑙分别代表噪声功率和干扰功率。

类似上节的分析思路，假设已经添加了(𝑘−1)次干扰，干扰总数累计为𝑄𝑘−1，

第(𝑘−1)步时总的虚拟协方差矩阵为 T𝑘−1。相应地，第(𝑘−1)步的最优权可以表

示为

w𝑘−1 =T−1
𝑘−1a(𝜃0) (2-193)
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下面进行第𝑘步操作，此时分配𝑀𝑘个虚拟干扰。各干扰的方向和干噪比分别记

为𝜃𝑘,𝑚和 𝛽𝑘,𝑚，𝑚= 1, · · · ,𝑀𝑘。则有，

T𝑘 =T𝑘−1+

𝑀𝑘∑︁
𝑚=1

𝛽𝑘,𝑚a(𝜃𝑘,𝑚)a
H(𝜃𝑘,𝑚)

=T𝑘−1+A𝑘Σ𝑘A
H
𝑘 (2-194)

其中A𝑘 = [a(𝜃𝑘,1), · · · ,a(𝜃𝑘,𝑀𝑘
)]， Σ𝑘 = Diag([𝛽𝑘,1, · · · ,𝛽𝑘,𝑀𝑘

])。 T𝑘为执行第𝑘步

干扰分配后得到的虚拟协方差矩阵。为了使后续讨论有意义，这里假设矩阵A𝑘为

列满秩矩阵。

由矩阵求逆引理可得：

T−1
𝑘 =T−1

𝑘−1−T−1
𝑘−1A𝑘

(︀
I+Σ𝑘A

H
𝑘T

−1
𝑘−1A𝑘

)︀−1
Σ𝑘A

H
𝑘T

−1
𝑘−1 (2-195)

相应地，最优权向量满足：

w𝑘 =T−1
𝑘 a(𝜃0) =w𝑘−1+T−1

𝑘−1A𝑘h𝑘 (2-196)

其中h𝑘 ∈ C𝑀𝑘可以表示为

h𝑘 =−
(︀
I+Σ𝑘A

H
𝑘T

−1
𝑘−1A𝑘

)︀−1
Σ𝑘A

H
𝑘T

−1
𝑘−1a(𝜃0) (2-197)

由式(2-196)可以发现，通过对 w𝑘−1进行修正，可以得到当前权向量w𝑘。

由自适应阵列理论可知，权向量w𝑘可以最大化阵列增益 𝐺𝑘，其中𝐺𝑘定义

为：

𝐺𝑘 , |wH
𝑘 a(𝜃0)|

2/|wH
𝑘 T𝑘w𝑘| (2-198)

但是最优权无法将给定角度 𝜃𝑘,𝑚的电平调节至理想电平，𝑚 = 1, · · · ,𝑀𝑘。为了将

角度𝜃𝑘,𝑚的电平调节至理想电平 𝜌𝑘,𝑚，需要设计干扰比𝛽𝑘,𝑚，𝑚 = 1, · · · ,𝑀𝑘。或

等价地，设计对角矩阵 Σ𝑘。与此同时，需要最大化 𝐺𝑘。注意到式(2-197)中的

h𝑘为Σ𝑘的映射，可以将Σ𝑘表示为

Σ𝑘 =Diag
(︀
−h𝑘⊘

(︀
AH
𝑘T

−1
𝑘−1 (a(𝜃0)+A𝑘h𝑘)

)︀)︀
(2-199)

2.4.7.2 多点OPARC问题描述

首先将多点OPARC问题描述为：

max
Σ𝑘

𝐺𝑘 = |wH
𝑘 a(𝜃0)|

2/|wH
𝑘 T𝑘w𝑘| (2-200a)

subject to 𝐿(𝜃𝑘,𝑚, 𝜃0) = 𝜌𝑘,𝑚, 𝑚= 1, · · · ,𝑀𝑘 (2-200b)

w𝑘 =w𝑘−1,⋆+T−1
𝑘−1A𝑘h𝑘 (2-200c)
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其中w𝑘−1,⋆为第(𝑘− 1)步得到的权向量，向量h𝑘的定义见式(2-197)。一旦得到最

优Σ𝑘,⋆，可以将最终的权向量w𝑘,⋆表示为

w𝑘,⋆ =w𝑘−1,⋆−T−1
𝑘−1A𝑘

(︀
I+Σ𝑘,⋆A

H
𝑘T

−1
𝑘−1A𝑘

)︀−1
Σ𝑘,⋆A

H
𝑘T

−1
𝑘−1a(𝜃0) (2-201)

下面用迭代算法进行求解。

前小节的OPARC算法可以在单个方向进行最优准确地电平调节，因此可以考

虑通过迭代应用OPARC算法来实现𝑀𝑘点OPARC算法。具体来说，对于给定的𝑘 >

0，迭代应用OPARC算法𝑀𝑘次。在第𝑚次过程中，利用OPARC实现𝐿(𝜃𝑘,𝑚, 𝜃0) =

𝜌𝑘,𝑚，𝑚=1, · · · ,𝑀𝑘。然而，OPARC算法会影响已控制角度的电平，即当将𝜃𝑘,𝑚角

度的电平调节为其期望电平𝜌𝑘,𝑚时，角度𝜃𝑘,𝑖处的电平会发生变化， 2≤𝑚≤𝑀𝑘，

𝑖 = 1, · · · ,𝑚− 1。为了减小已控制角度的方向图变化，迭代应用𝑀𝑘点OPARC算法

若干次，直到满足某终止条件。取首次迭代中的初始变量为Ξ = T𝑘−1，Σ𝑘 = 0，

并在每次迭代中应用一次𝑀𝑘点OPARC算法。具体地，第𝑚步中，在𝜃𝑘,𝑚方向添

加虚拟干扰并计算干扰功率𝛽𝑘,𝑚,⋆，从而将该方向电平准确地调节为𝜌𝑘,𝑚，𝑚 =

1, · · · ,𝑀𝑘。同时进行更新相应的虚拟协方差矩阵为 Ξ=Ξ+𝛽𝑘,𝑚,⋆a(𝜃𝑘,𝑚)aH(𝜃𝑘,𝑚)。

一次迭代（即应用𝑀𝑘步OPARC）完成后，将 𝛽𝑘,𝑚,⋆加入到Σ𝑘的第𝑚个对角矩阵

上，另外取得到的Ξ作为下次迭代的初始虚拟协方差矩阵。另外注意到T0 = I。

自然地，可以将待控制角度𝜃𝑘,𝑚的电平是否足够接近各自期望电平来作为迭

代终止条件。上述迭代方式求解问题的步骤总结见算法6，其中𝛽𝜖代表某小的容限

参数。除此之外，可以将最终的Σ𝑘,⋆表示为：

Σ𝑘,⋆ =Diag([𝛽𝑘,1,⋆, · · · ,𝛽𝑘,𝑀𝑘,⋆]) (2-202)

其中𝛽𝑘,𝑚,⋆代表第𝑘步中在𝜃𝑘,𝑚方向添加虚拟干扰的干噪比之和，其等于给定𝑚时

所有𝛽𝑘,𝑚,⋆的和。一旦得到最优的Σ𝑘,⋆，可以利用式(2-194)得到虚拟协方差矩阵T𝑘，

利用(2-197)和(2-200c)更新 h𝑘，进而由式(2-201)计算 w𝑘,⋆。

2.4.8 多点OPARC算法的应用

2.4.8.1 阵列方向图综合

设主瓣波束中心为𝜃0，阵列方向图综合中考虑如何找到合适的权向量使得其

对应的方向图满足特定要求。记期望方向图为𝐿𝑑(𝜃)，下面分两种情况进行讨论。

(1). 适用于一般阵列的通用方法
下面介绍适用于一般阵列的通用方法。首先初始化𝑘 = 0，并取初始权向量

为w0,⋆ = a(𝜃0)。当𝑘 > 0时，对比期望方向图𝐿𝑑(𝜃)与归一化方向图𝐿𝑘−1(𝜃,𝜃0)：

𝐿𝑘−1(𝜃,𝜃0), |wH
𝑘−1a(𝜃)|

2
⧸︀
|wH

𝑘−1a(𝜃0)|
2 (2-203)
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算法 6求解问题(2-200)的迭代算法

1: 输入：a(𝜃0)， 𝜃𝑘,𝑚，𝜌𝑘,𝑚，𝑚 = 1, · · · ,𝑀𝑘，A𝑘， 𝛽𝜖 > 0， 𝛽MAX > 𝛽𝜖， Ξ =

T𝑘−1， Σ𝑘 = 0。

2: while 𝛽MAX > 𝛽𝜖 do

3: for 𝑚= 1, · · · ,𝑀𝑘 do

4: 利用OPARC算法实现𝐿(𝜃𝑘,𝑚, 𝜃0) = 𝜌𝑘,𝑚，计算相应的𝛽𝑘,𝑚,⋆。

5: 更新虚拟协方差矩阵：Ξ=Ξ+𝛽𝑘,𝑚,⋆a(𝜃𝑘,𝑚)aH(𝜃𝑘,𝑚)。

6: end for

7: 更新Σ𝑘： Σ𝑘 =Σ𝑘+Diag([𝛽𝑘,1,⋆, · · · ,𝛽𝑘,𝑀𝑘,⋆])。

8: 得到𝛽MAX = max
1≤𝑚≤𝑀𝑘

|𝛽𝑘,𝑚,⋆|。
9: end while

10: 输出：Σ𝑘,⋆ =Σ𝑘。

来选取多个待控制角度。这些角度即可以位于旁瓣区域也可以位于主瓣区域。对

于旁瓣方向图综合，只选取如下集合中的峰值角度：

Ω𝑘,𝑆 =
{︀
𝜃
⃒⃒
𝐿𝑘−1(𝜃,𝜃0)> 𝐿𝑘−1(𝜃− 𝜀,𝜃0), 𝐿𝑘−1(𝜃,𝜃0)> 𝐿𝑘−1(𝜃+ 𝜀,𝜃0), 𝜃 ∈ Ω𝑆

}︀
其中𝜀为小的正整数常数， Ω𝑆代表期望方向图的旁瓣区域。与A2RC方法的角度选

取方式不同，这里选取的角度方向其电平值可能低于期望电平。对于主瓣方向图

综合，选取几个方向图电平与期望值差别较大的角度，并记主瓣区域选取的角度

集合为Ω𝑘,𝑀。取

Ω𝑘 = Ω𝑘,𝑆 ∪Ω𝑘,𝑀 , {𝜃𝑘,1, · · · , 𝜃𝑘,𝑀𝑘
} (2-204)

其中𝑀𝑘 = card(Ω𝑘)。则可以应用多点OPARC算法将角度𝜃𝑘,𝑚的电平值调节为期望

电平 𝜌𝑘,𝑚 = 𝐿𝑑(𝜃𝑘,𝑚)，𝑚 = 1, · · · ,𝑀𝑘，进而得到当前迭代的方向图𝐿𝑘(𝜃,𝜃0)。更

新𝑘= 𝑘+1并重复上述过程，直到得到满意的方向图结果。上述基于多点OPARC的

阵列方向图综合算法总结见算法7。前文提到，集合Ω𝑘需要满足 card(Ω𝑘)<𝑁。否

则，需要对Ω𝑘进行修改从而使得 card(Ω𝑘)成立。

(2). 针对大规模阵列的方向图综合

前文提到过，多点OPARC算法在𝑁维空间的 𝑀𝑘维子空间进行。这为低运算

量大规模阵列的方向图综合提供了可能。

具体地，对于某大规模阵列和已确定的式(2-204)中的角度集合Ω𝑘 （其元素个

数接近𝑁），构造如下新的角度集合Θ𝑘：

Θ𝑘 =
{︀
𝜃𝑘,1, 𝜃𝑘,2, · · · , 𝜃𝑘,𝐶𝑘

}︀
(2-205)
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算法 7基于多点OPARC的阵列方向图综合算法
1: 输入：𝐿𝑑(𝜃)，w0,⋆ = a(𝜃0)， 𝑘 = 1，T0 = I，𝜀 > 0。

2: while 1 do

3: 由式(2-204)得到集合Ω𝑘。

4: 利用多点OPARC算法实现 𝐿𝑘(𝜃,𝜃0) = 𝐿𝑑(𝜃)，𝜃 ∈ Ω𝑘，并更新w𝑘,⋆和T𝑘。

5: if 𝐿𝑘(𝜃,𝜃0)满足要求 then

6: 跳出循环。

7: end if

8: 更新𝑘 = 𝑘+1。

9: end while

10: 输出：w𝑘,⋆和𝐿𝑘(𝜃,𝜃0)。

其中𝐶𝑘为某提前指定的远小于𝑁的常数， 𝜃𝑘,𝑐，𝑐= 1, · · · ,𝐶𝑘，为如下向量的第𝑐个
元素：

Sort(Ω𝑘) ∈ Rcard(Ω𝑘) (2-206)

其中card(·)返回集合元素的个数， Sort(Ω𝑘)对集合Ω𝑘的元素进行重新排列，使

得|𝐿𝑘−1(𝜃,𝜃0)−𝐿𝑑(𝜃)|(𝜃 ∈ Ω𝑘)取值越大， 𝜃在Sort(Ω𝑘)中越靠前，从而使得 𝜃越有

可能被选为式(2-205)中角度集合 Θ𝑘的元素。

选定新的角度集合Θ𝑘之后，可以应用多点OPARC算法实现 𝐿𝑘(𝜃,𝜃0) = 𝐿𝑑(𝜃)，

其中 𝜃 ∈ Θ𝑘。之后更新𝑘 = 𝑘+1，并重复上述过程直到得到满意的方向图结果。

需要注意的是，上述过程中集合Θ𝑘的元素个数𝐶𝑘可以随迭代次数变化。综上，只

需将算法7中第3行的集合Ω𝑘替换为式(2-205) 中的Θ𝑘 ，即可得到针对大规模阵列

的方向图综合算法流程。

上述算法以迭代的方式对旁瓣峰值进行调整，旁瓣电平可以得到有效控制。

然而，上述方法仅适用于非自适应（数据独立）场景。当存在干扰，无法对干扰

进行自适应抑制。下面讨论如何应用多点OPARC算法进行自适应波束形成。

2.4.8.2 多约束自适应波束形成

线性约束最小方差无畸变(Linearly Constrained Minimum Variance,LCMV)波束

形成[130–132]可用来增强阵列系统的稳健性。 LCMV波束形成中，在某些线性约束

条件下对总输出功率进行最小化，如下面问题所描述：

min
w

wHR𝑛+𝑖w (2-207a)

subject to CHw = g (2-207b)
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其中C为约束矩阵，包含𝐷个空域导向矢量（对应𝐷个约束方向，𝜃𝑑, 𝑑=0, · · · ,𝐷−
1），即C = [a(𝜃0),a(𝜃1), · · · ,a(𝜃𝐷−1)]， g为某𝐷维向量，通常满足(g)1 = 1。上述

问题(2-207)的解由下式给出：

wLCMV =R−1
𝑛+𝑖C(CHR−1

𝑛+𝑖C)−1g (2-208)

由(2-207b)可以看出，LCMV中对 𝜃𝑑，𝑑 = 0, · · · ,𝐷− 1，方向的阵列输出的增

益和相位均进行了约束。实际上，由于相位约束可忽略，可以考虑如下二次约束

最小方差无畸变(Quadratically Constrained Minimum Variance,QCMV)波束形成

min
w

wHR𝑛+𝑖w (2-209a)

subject to |(CHw)𝑑|2 = |(g)𝑑|2, 𝑑= 1, · · · ,𝐷 (2-209b)

与上式(2-209)的QCMV相比，可以看出式 (2-207)中的LCMV限制了权向量优化的

自由度（尽管LCMV可以得到解析解）。所以，LCMV波束形成可能产生性能损

失，或造成波束畸变。

下面利用多点OPARC算法来辅助求解问题(2-209)，以此希望得到性能提升

（相比于LCMV）。注意到如果𝐷 = 1，即(2-209b)中只有一个限制|aH(𝜃0)w|2 = 1，

此时式(2-209)的最优解为：

w =
R−1
𝑛+𝑖a(𝜃0)

aH(𝜃0)R
−1
𝑛+𝑖a(𝜃0)

(2-210)

如果𝐷> 1，基于第一个约束 |aH(𝜃0)w|2=1，可以得到𝐿(𝜃𝑑−1, 𝜃0)= |wHa(𝜃𝑑−1)|2。
则可以通过添加如下限制来实现额外的(𝐷−1)个约束：

𝐿(𝜃𝑑−1, 𝜃0) = |(g)𝑑|2, 𝑑= 2, · · · ,𝐷 (2-211)

问题转换为如何在给定式(2-210)的初始最优权向量的基础上，进一步实现上述多

点方向图控制要求。为了应用多点OPARC算法，将式(2-210)中的权向量w重新表

示为：

w =
1

𝜎2𝑛aH(𝜃0)R
−1
𝑛+𝑖a(𝜃0)

T−1
𝑛+𝑖a(𝜃0), 𝑐w0 (2-212)

其中𝑐为常数满足𝑐= (𝜎2𝑛a
H(𝜃0)R

−1
𝑛+𝑖a(𝜃0))

−1，T𝑛+𝑖和w0 =T−1
𝑛+𝑖a(𝜃0)分别作为多

点OPARC算法中的初始虚拟协方差矩阵和虚拟权向量。可以利用多点OPARC算法

来实现式(2-211)的约束要求，从而得到最终的QCMV权向量（记为wQC）。

注意到在实际应用中，R𝑛+𝑖通常由数据x(𝑡)估计得到：

R̂𝑛+𝑖 =
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

x(𝑡)xH(𝑡) (2-213)
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其中𝑇表示快拍数。除此之外，式中的噪声功率𝜎2𝑛可由下式估计得到
[119]

�̂�2𝑛 =
1

𝑁 −𝐽𝑟

𝑁∑︁
𝑛=𝐽+1

𝜆𝑛 (2-214)

其中𝐽𝑟为干扰个数，𝜆1 ≥ ·· · ≥ 𝜆𝑁为数据协方差矩阵R̂𝑛+𝑖的特征值。将协方差矩

阵R𝑛+𝑖和噪声功率𝜎
2
𝑛分别替换为 R̂𝑛+𝑖和�̂�

2
𝑛，即可实现数据依赖QCMV波束形成，

其算法描述见算法8。

算法 8基于多点OPARC的多约束自适应波束形成
1: 输入：干扰个数𝐽𝑟，约束矩阵C，约束向量g。

2: 分别利用式(2-213)和(2-214) 估计R̂𝑛+𝑖和 �̂�2𝑛，计算T𝑛+𝑖 = R̂𝑛+𝑖/�̂�
2
𝑛和 w0 =

T−1
𝑛+𝑖a(𝜃0)。

3: 利用多点OPARC算法实现 𝐿(𝜃𝑑−1, 𝜃0) = |(g)𝑑|2， 𝑑 = 2, · · · ,𝐷，得到权向
量wQC，其中初始协方差矩阵和初始权向量分别取为 T𝑛+𝑖和w0。

4: 输出：权向量wQC。

为了更好地理解上述应用，将权向量wQC的虚拟协方差矩阵表示为 TQC。由

多点OPARC的性质可知， wQC和TQC满足

wQC =T−1
QCa(𝜃0) (2-215)

从中可以看出，在满足约束(2-209b)的条件下，最终得到的权向量 wQC最小化总

的功率wHTQCw，而非最小化wHT𝑛+𝑖w或其等价形式 wHR𝑛+𝑖w。然而，由定

理2.4.7可知，OPARC算法得到的权向量同时可以最小化前一步的输出功率。因

此，当𝐷 = 2时，wQC是问题(2-209)的最优解，此时仅有额外限制|aH(𝜃0)w|2 = 1。

除此之外，如果在𝜃𝑑−1方向施加零陷约束，则wQC也是对应问题的最优解，𝑑 =

2, · · · ,𝐷。此时由于|(g)𝑑|2 = 0，𝑑= 2, · · · ,𝐷，所以可以得到：

wH
QCTQCwQC =wH

QC

(︃
T𝑛+𝑖+

𝐷∑︁
𝑑=2

𝛽𝑑−1a(𝜃𝑑−1)a
H(𝜃𝑑−1)

)︃
wQC

=wH
QCT𝑛+𝑖wQC+ |wH

QCa(𝜃0)|
2

(︃
𝐷∑︁
𝑑=2

𝛽𝑑−1|(g)𝑑|2
)︃

⏟  ⏞  
=0

=wH
QCT𝑛+𝑖wQC

=wH
QCR𝑛+𝑖wQC/𝜎

2
𝑛 (2-216)
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上式中利用到了如下结果

|wH
QCa(𝜃𝑑−1)|2

|wH
QCa(𝜃0)|2

= |(g)𝑑|2 = 0, 𝑑= 2, · · · ,𝐷 (2-217)

以及

TQC =T𝑛+𝑖+
𝐷∑︁
𝑑=2

𝛽𝑑−1a(𝜃𝑑−1)a
H(𝜃𝑑−1) (2-218)

其中𝛽𝑑−1表示在𝜃𝑑−1方向添加虚拟干扰的干噪比。由式(2-216)可知，wQC也可以

使得 wHR𝑛+𝑖w最小化。

而且，由式(2-215)和(2-218)可以看出，权向量wQC对应于在初始T𝑛+𝑖上进行

归一化协方差矩阵加载（对角加载的扩展）。加载量由多点OPARC算法确定，满

足

Δ=
𝐷∑︁
𝑑=2

𝛽𝑑−1a(𝜃𝑑−1)a
H(𝜃𝑑−1) (2-219)

不难发现，上式中的加载量Δ依赖于式(2-209b)中的约束以及接收数据。

2.4.8.3 静态方向图控制

自适应波束形成中，权向量以数据依赖的方式进行设计。然而，传统的自适

应波束形成方法通常产生较高的旁瓣。为了在自适应阵列中得到满意的低旁瓣，

文献[133]通过结合自适应波束形成和静态波束形成，引入了静态方向图控制的概

念。简言之，当自适应阵列在白噪声环境中工作时，所对应的权向量被称为静态

权向量，与之对应的方向图为静态方向图。沿用文献[133–135]中静态方向图控制

的概念，静态方向图控制中需要设计权向量使得干扰可以被抑制，同时当仅存在

白噪声时获得满足特定要求的静态方向图。

注意到式(2-208)中LCMV波束形成的静态权向量为 w𝑞 = C(CHC)−1g，该结

果可以通过代入R𝑛+𝑖 = 𝜎2𝑛I直接得到。然而，由于通常需要对静态方向图进行形

状约束，很难通过设计C和g来得到满意的静态方向图。本节介绍一种基于归一

化协方差矩阵加载的静态方向图控制方法。具体来讲，对于给定的期望静态方向

图𝐿𝑑(𝜃)，首先利用多点OPARC算法进行方向图综合得到理想的静态方向图，参

考算法 7。将所得到的静态权，相应的虚拟协方差矩阵以及静态方向图分别记为

w𝑞，T𝑞和𝐿𝑞(𝜃,𝜃0)。不难发现

w𝑞 =T−1
𝑞 a(𝜃0) (2-220)

前文提到，得到的𝐿𝑞(𝜃,𝜃0)可以保持期望静态方向图 𝐿𝑑(𝜃)的形状，而静态权向

量w𝑞无法抑制潜在干扰和噪声。静态方向图中需要找到某权向量，使得其在白噪
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声环境下可以保持期望方向图 𝐿𝑑(𝜃)的形状，另外可以抑制潜在的实际干扰和噪

声。由自适应阵列理论，需要在T𝑞的基础上添加某数据依赖的加载量 Δ，从而

使得潜在的干扰和噪声被抑制。而且，白噪声环境下，加载量Δ应该退化为零，

从而使得得到的权向量可以退化为式(2-220)中的静态权向量w𝑞。为了实现上述目

的，我们将实际数据考虑在内，并对协方差T𝑞进行协方差矩阵加载，其中加载

量Δ取为

Δ=−I+T𝑛+𝑖 (2-221)

其中T𝑛+𝑖 =R𝑛+𝑖/𝜎
2
𝑛。最终的自适应权可以由下式计算得到

w𝑎 = (T𝑞− I+T𝑛+𝑖)
−1a(𝜃0) (2-222)

由此可进一步计算相应的方向图𝐿𝑎(𝜃,𝜃0)。

不难看出有两部分成分可以被式(2-222)中的权向量w𝑎抑制。第一部分成分

为 T𝑞 − I，其用来保持期望静态方向图𝐿𝑑(𝜃)的形状。第二部分成分为T𝑛+𝑖，其

包含需要被抑制的干扰和噪声分量。在噪声环境下，如果R𝑛+𝑖 = 𝜎2𝑛I 或T𝑛+𝑖 =

I，加载量Δ自动变为零，得到的权向量变为式(2-220)中的静态权向量w𝑞。因此，

式(2-220)中的权向量w𝑞 和相应的波束方向图𝐿𝑞(𝜃,𝜃0)刚好对应于静态权向量和静

态方向图。另外，实际应用中需要将未知的R𝑛+𝑖和𝜎
2
𝑛分别替换为式(2-213)中的

R̂𝑛+𝑖和式(2-214)中的�̂�2𝑛，同时取T𝑛+𝑖 = R̂𝑛+𝑖/�̂�
2
𝑛。基于多点OPARC的静态方向

图控制算法描述见算法9。

算法 9基于多点OPARC的静态方向图控制算法
1: 输入：𝐿𝑑(𝜃)。

2: 利用算法7合成期望的静态方向图𝐿𝑞(𝜃,𝜃0)，得到w𝑞和T𝑞。

3: 利用式(2-213)和(2-214)分别估计 R̂𝑛+𝑖和�̂�
2
𝑛，取T𝑛+𝑖 = R̂𝑛+𝑖/�̂�

2
𝑛。

4: 输出：式(2-222)中的自适应权向量w𝑎。

2.4.9 实验仿真

下面通过实验仿真验证OPARC算法，多点OPARC算法及其应用。为了证实所

提OPARC算法的优越性，同时测试另一种精确阵列响应控制算法 (Precise Array

Response Control,PARC)[136]。PARC算法中，参数 𝛾𝑘选为

𝛾𝑘 = 𝛾𝑘,× ,
{︀
𝛾𝑘,𝑎,𝛾𝑘,𝑏

}︀
∖𝛾𝑘,⋆ (2-223)

其余步骤均与OPARC算法相同。记𝛽𝑘,× = Ψ−1
𝑘 (𝛾𝑘,×)。注意到𝛾1,×与推论2.4.1中

的标记相同。显然，PARC算法也可以实现精确方向图控制了，但其 𝛾𝑘的选取
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与OPARC不同。除了OPARC和PARC外，同时比较文献[137]中的A2RC算法。取𝜔=

6𝜋×108 rad/s，对应于𝜆= 2𝜋𝑐/𝜔 = 1m，其中𝑐为光速。除非特别指定，实验中使

用 11阵元非等距线性阵列，各阵元各向异性。表2-2给出了阵元位置𝑥𝑛和各阵元

方向图𝑔𝑛(𝜃)，𝑛= 1, · · · ,𝑁。除此之外，取初始权向量为a(𝜃0)，其中波束轴中心取

为𝜃0 = 20∘。

表 2-2非等距线阵阵元位置和阵元方向图

𝑛 𝑥𝑛 𝑔𝑛(𝜃) 𝑛 𝑥𝑛 𝑔𝑛(𝜃)

1 0.00 1.00cos(1.00𝜃) 7 3.05 1.02cos(1.00𝜃)

2 0.45 0.98cos(0.85𝜃) 8 3.65 1.08cos(0.90𝜃)

3 1.00 1.05cos(0.98𝜃) 9 4.03 0.96cos(0.75𝜃)

4 1.55 1.10cos(0.70𝜃) 10 4.60 1.09cos(0.92𝜃)

5 2.10 0.90cos(0.85𝜃) 11 5.00 1.02cos(0.80𝜃)

6 2.60 0.93cos(0.69𝜃)

理想的阵列方向图控制在控制𝜃𝑘方向电平的同时保持其它方向电平不变。然

而，由于方向图函数的连续性，上述理想情况是无法实现的。事实上，好的阵列

方向图控制结果在已控制角度方向产生较小的变化。基于此，引入两个衡量阵列

响应控制的指标函数。第一个指标定义为

𝐷𝑘 , |𝐿𝑘(𝜃𝑘−1, 𝜃0)−𝐿𝑘−1(𝜃𝑘−1, 𝜃0)| (2-224)

其中𝐿𝑘(𝜃,𝜃0)代表第𝑘步权向量更新后的归一化方向图。由于角度𝜃𝑘−1处的电平

已经在第(𝑘− 1)步调节为期望电平𝜌𝑘−1， 𝐷𝑘可重新表示为𝐷𝑘 = |𝐿𝑘(𝜃𝑘−1, 𝜃0)−
𝜌𝑘−1|。可以看出，𝐷𝑘测量了第𝑘步方向图控制之后，前一步控制方向𝜃𝑘−1处与期

望电平的偏差。第二个指标函数定义为：

𝐽𝑘
Δ
=

1

𝑘−1

𝑘−1∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝐿𝑘(𝜃𝑖, 𝜃0)−𝜌𝑖

⃒⃒⃒
(2-225)

用来衡量第𝑘步方向图控制之后，已控制方向 𝜃𝑖处与期望电平的平均偏差， 𝑖 =

1, · · · ,𝑘− 1。显然，𝐷𝑘和𝐽𝑘越小，方向图控制性能越好。除此之外，𝐷𝑘和𝐽𝑘的测

量时应该取𝑘 ≥ 2。当𝑘 = 2时，不难发现𝐷𝑘 = 𝐽𝑘，此时仅考虑指标𝐷𝑘。

2.4.9.1 方向图变化仿真

第一个例子中，我们测试不同方法的旁瓣控制性能。考虑两步阵列方向图响
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应控制，记两个待控制角度分别为𝜃1和𝜃2。更具体地，取𝜃1 =−45∘，𝜃2 =−5∘，两

个方向的期望电平分别为 𝜌1 =−40dB，𝜌2 =−30dB。

第一步方向图控制中可以计算得到 c𝛾 = [−0.1704,−0.0315]T，𝑑 = −8.5231−
𝑗1.5766， 𝛾1,𝑎 =−0.1559−𝑗0.0288，𝛾1,𝑏 =−0.1849−𝑗0.0342。在此基础上得到𝜁 =
1> 0，根据(2-152)和 (2-223)，OPARC方法选择𝛾1,⋆ = 𝛾1,𝑎，PARC方法选择 𝛾1,× =

𝛾1,𝑏。除此之外，可以计算得到c𝛽 = [−0.1488,0]T， 𝑅𝛽 = 1.7171。对于OPARC算

法我们取𝛽1,⋆ = 𝛽1,𝑟 = 1.5683，对于PARC取𝛽1,× = 𝛽1,𝑙 =−1.8659。

对于A2RC算法，可以计算得到𝜇1= 𝛾1,⋆=−0.1559−𝑗0.0288，这与推论2.4.1一

致。同时可以得到𝛽1,1 = 𝛽1,⋆ = 1.5683。图2-17展示了不同方法完成第一步对𝜃1角

度方向图控制后的效果。由图中可以看出，三种方法均可以实现精确地方向图控

制。另外注意到A2RC方法与 OPARC方法的方向图完全重合。
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图 2-17第一步方向图控制得到的结果

在第二步中，可以类似计算得到 𝛾2,⋆=−0.0685−𝑗0.0399, 𝛽2,⋆=0.2504, 𝛾2,×=

−0.1148− 𝑗0.0695, 𝛽2,× = −0.4277, 𝜇2 = −0.0674− 𝑗0.0393. 图2-18给出了控制

完𝜃2角度的电平后三种方法的方向图。对于OPARC方法，可以验证𝛽𝑘,⋆取为𝛽𝑘,𝑟，

𝑘 = 1,2。事实上，这与定理2.4.5的结论一致。可以看出此时𝛽1,⋆和𝛽2,⋆均为正数，

这与定理2.4.6的结论一致。

为了进一步测试算法性能，下面考察𝐷2。A2RC方法，PARC方法和OPARC方

法得到的𝐷2 分别为5.05dB，0.86dB和0.51dB。由图2-18可以看出， A2RC在𝜃1方

向产生了较大的方向图变化（约为5dB）。事实上，除了在𝜃2方向添加虚拟干扰

外，A2RC也会在 𝜃1方向添加虚拟干扰。可以计算得到 𝛽2,2 = 0.2465 + 𝑗0.0001，

Δ̆2,1 =−0.4120+ 𝑗2.5879（代表第二步中在𝜃1方向添加虚拟干扰的干噪比）。同时

注意到𝛽2,2和Δ̆2,1均为复数，这与OPARC方法不同。
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图 2-18第二步方向图控制得到的结果（旁瓣控制）

由于𝐷2取决于𝜃2方向的期望电平𝜌2，下面将𝜌2由−50dB变化值−20dB，同时

计算相应的𝐷2值。图2-19给出了𝐷2随𝜌2的变化曲线，从中看出 OPARC可以得到

最为理想的𝐷2值。结合𝐷𝑘的定义，图2-19意味着OPARC算法完成第二步方向图

控制之后，在𝜃1产生的扰动最小。相比之下，A2RC方法第二步控制后在 𝜃1方向产

生较大的扰动。
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图 2-19 𝐷2随𝜌2变化曲线（旁瓣控制）

第二个例子中，沿用前例中对𝜃1和𝜌1的参数设定，变化第二个方向和其期望

电平分别为𝜃2 = 23∘，𝜌2 = 0dB。注意到𝜃2位于主瓣区域，且需要抬高𝜃2方向的电

平。

显然，第一步方向图控制后三种方法的结果与完全前例相同，而第二步方向

图控制后对于参数发生了变化。对于A2RC算法，可以计算得到𝜇2 = −0.5931 +
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𝑗0.8040， 𝛽2,2 = −0.3923− 𝑗0.4011，Δ̆2,1 = −1.8001 + 𝑗0.0334。对于PARC算法

有𝛾2,× =−0.7108+𝑗0.7171，𝛽2,× =−0.8522。OPARC算法有𝛾2,⋆= 𝛾2,𝑏=0.8352−
𝑗0.8438， 𝛽2,⋆ = 𝛽2,𝑟 = −0.0577。需要注意的是，OPARC算法选择了𝛾𝑏作为最终

的𝛾2,⋆，这与第一步中选择𝛾𝑎作为最终参数不同。 OPARC方法对参数近似灵活选

取，从而避免了方向图畸变。为了展示OPARC方法的优势，图2-20对比了上述参

数设定下不同方法的方向图结果。由图可以看出，𝜃2方向的电平均满足期望电平

要求，但是 A2RC和PARC方法的方向图发生了严重畸变。另外，当𝜌2从−20dB变

化至 0dB时，所得到的𝐷2随𝜌2变化曲线如图2-21所示。从图中发现，OPARC性能

优于另外两种方法。
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图 2-20第二步方向图控制得到的结果（主瓣控制）
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图 2-21 𝐷2随𝜌2变化曲线（主瓣控制）
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2.4.9.2 基于多点OPARC的阵列方向图综合仿真

下面通过实验仿真来验证多点OPARC算法在方向图综合中的应用。

(1). 非等电平旁瓣方向图综合

首先考虑非等电平旁瓣方向图综合。为了进行实验对比，同时测试文献[35]中

的菲利普方法，文献[43]中的凸优化方法(convex programming,CP)，文献[137]中的

A2RC方法。图2-22对比了不同方法的仿真结果，从图中可以看出菲利普方法，凸

优化方法和A2RC方法得到的旁瓣电平均无法和期望旁瓣电平对齐。
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图 2-22方向图综合结果对比

(2). 大规模阵列方向图综合

下面考虑𝑁 = 80各向同性阵元等距线阵的方向图综合，阵元间距为半波长，

主瓣波束中心指向𝜃0 = 50∘。期望方向图为非等电平旁瓣，旁瓣区域 [−90∘,50∘)的

电平上限为−35dB，其它旁瓣区域的电平上限为−25dB。

图2-23展示了基于多点OPARC算法的方向图综合结果。每步控制中，取𝐶𝑘 =

20个旁瓣峰值角度（参考式(2-205)和(2-206)），然后将各选定角度的电平调节到期

望电平。仿真结果显示只需要11步迭代（即𝑘 = 11）即可得到满意的方向图结果，

最终的方向图见图2-23(c)。

2.4.9.3 基于多点OPARC的多约束自适应波束形成算法

下面仿真验证基于多点OPARC的多约束自适应波束形成算法。简单起见，假

设数据协方差矩阵精确已知。

(1). 旁瓣约束

首先考虑包含旁瓣约束的自适应波束形成。具体地，使用4个旁瓣约束点，各

约束角度分别为 −20∘，−18∘， −16∘，−14∘，约束电平均为−40dB。另外，两
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图 2-23大规模阵列等旁瓣电平方向图综合结果。(a)第1步结果;(b)第2步结果;(c)第3步结果

个干扰方向分别为−40∘和−28∘，干噪比为 30dB和25dB。图2-24对比了不包含旁

瓣约束时的最优波束形成方向图，文献[130]中LCMV方法的方向图，以及基于多

点OPARC方法的自适应波束形成方向图结果。从图中可以看出，LCMV方法和

多点OPARC方法在真实干扰方向均可以形成深零陷，且两种方法均满足给定的

旁瓣约束要求。 LCMV方法和多点OPARC方法的输出信干噪比分别为19.5601dB

和19.6906dB。由此可以看出，相比于LCMV方法，多点OPARC算法在输出信干

噪比方面具有性能提升。

(2). 主瓣约束

下面考虑具有主瓣约束的自适应方向图综合。两个约束方向分别为19∘和21∘，

期望电平均为0dB。三个干扰方向分别为−32∘，50∘和60∘，干噪比均为30dB。图2-

25为实验对比结果，从中可以发现尽管LCMV方法满足主瓣电平约束要求，但其

方向图出现了严重畸变，相应的输出信干噪比为11.1767dB。多点OPARC方法可

以得到满意的方向图结果，且满足给定的主瓣电平控制要求。而且，多点OPARC算
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图 2-24多约束自适应波束形成结果对比（旁瓣约束）

法的输出信干噪比为17.1260dB，远高于LCMV方法的对应值。
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图 2-25多约束自适应波束形成结果对比（主瓣约束）

2.4.9.4 基于多点OPARC方法的静态方向图控制

下面测试多点OPARC方法在静态方向图控制中的应用。期望的静态方向图具

有非等电平旁瓣，如图2-22中的黑色虚线所示。

所提方法首先进行静态方向图设计，参考图2-22的结果。假设两个干扰方向

分别为 −55∘和−49∘，信噪比均为30dB。图2-26展示了得到的自适应方向图结果，

从中可以看出在两个干扰方向形成了深零陷，且其它区域方向图与期望的静态方

向图接近。另外，计算得到所提方法的输出信干噪比为19.2984dB。
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为了进行实验对比，下面与文献[133]中的线性约束静态方向图控制(Linearly-

Constraint based Quiescent Pattern Control,LC-QPC)方法进行对比。图2-26展示了LC-

QPC方法的结果，相比于期望结果，可以发现在 [−15∘,0∘]区域出现了较大扰动。

另外LC-QPC方法的输出信干噪比为19.2161dB，低于基于多点OPARC方法的静态

方向图控制算法。
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-35
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图 2-26静态方向图控制结果对比

2.5 本章小结

本章首先介绍了一种精确的阵列响应控制算法，简称A2RC算法。该算法可以

精确地控制给定方向的方向图电平。经过参数的设计和选择，所提算法可以有效

避免波束畸变。除此之外，通过连续应用A2RC算法实现了方向图综合。

另外考虑了多点方向图控制问题，基于A2RC算法提出两种多点方向图控制算

法。首先由A2RC算法结合子空间理论导出了 MA2RC算法，实现了同时多点的方

向图控制。进一步，为了避免MA2RC算法可能产生的波束中心偏移，通过对方向

图施加导数约束得到了改进算法M2A2RC。在此基础上，介绍了M2A2RC算法在

方向图综合中的应用。由于A2RC、MA2RC以及M2A2RC对初始权向量没有限制，

所以增强了实际系统方向图控制的灵活性。

最后介绍了最优精确阵列响应算法（简称为OPARC算法）。首先分析了增加

干扰时自适应权向量的变化规律，在此基础上得到了干噪比与方向图电平的关

系，并进一步通过最大化阵列增益来进行参数选取。通过迭代运算得到一种多

点OPARC算法。另外讨论了多点OPARC算法的应用，为实际阵列系统数据依赖或

数据独立波束形成提供了技术支撑。
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第三章 基于正交投影理论的方向图控制

由前文可知，A2RC以经验方式进行参数选取，这导致该方法可能出现方向

图畸变现象。本章首先对自适应波束形成最优权进行重新表示，提出一种基于

权向量正交分解的单点方向图电平控制算法（WORD算法）。相比于A2RC算法，

WORD算法的参数选取方式更加灵活。在WORD算法的基础上，提出一种复系数

权向量正交分解算法（C2-WORD算法）。 C2-WORD算法以阵列增益最大化作为

优化准则，且有解析解。基于C2-WORD，进一步提出一种稳健C2-WORD算法。

稳健C2-WORD算法可以在阵列存在误差时进行旁瓣控制。

3.1 WORD算法

3.1.1 最优权向量的正交投影解释

将a(𝜃𝑖)的列空间表示为ℛ(a(𝜃𝑖))，则向ℛ(a(𝜃𝑖))投影的正交投影矩阵可以表示

为

P[a(𝜃𝑖)] = a(𝜃𝑖)(aH(𝜃𝑖)a(𝜃𝑖))
−1aH(𝜃𝑖) =

a(𝜃𝑖)aH(𝜃𝑖)

‖a(𝜃𝑖)‖22
(3-1)

其中‖ · ‖2表示欧氏范数。相应地，向ℛ(a(𝜃𝑖))的正交子空间（即ℛ⊥(a(𝜃𝑖))）投影

的正交投影矩阵为

P⊥
[a(𝜃𝑖)]

= I−P[a(𝜃𝑖)] (3-2)

现在考虑式(2-4)中的协方差矩阵R𝑛+𝑖，利用矩阵求逆法则可以将R−1
𝑛+𝑖表示为

R−1
𝑛+𝑖 =

1

𝜎2𝑛

(︂
I− 𝜎2𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖22

𝜎2𝑛+𝜎
2
𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖22

· a(𝜃𝑖)a
H(𝜃𝑖)

‖a(𝜃𝑖)‖22

)︂
=

1

𝜎2𝑛

(︂
I−P[a(𝜃𝑖)]+

𝜎2𝑛
𝜎2𝑛+𝜎

2
𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖22

P[a(𝜃𝑖)]

)︂
=

1

𝜎2𝑛

(︁
P⊥

[a(𝜃𝑖)]
+𝛽P[a(𝜃𝑖)]

)︁
(3-3)

其中𝛽为实数，其由𝜎2𝑛，𝜎
2
𝑖和a(𝜃𝑖)确定。更具体地，𝛽可以表示为

𝛽 =
𝜎2𝑛

𝜎2𝑛+𝜎
2
𝑖 ‖a(𝜃𝑖)‖22

(3-4)
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由式(3-3)可知，R−1
𝑛+𝑖是投影矩阵P⊥

[a(𝜃𝑖)]
和P[a(𝜃𝑖)]的线性组合。因此，式(2-6)中

最优权向量可以重写表示为

w⋆ =
(︁
P⊥

[a(𝜃𝑖)]
+𝛽P[a(𝜃𝑖)]

)︁
a(𝜃0) =w(0)⊥+𝛽w(0)‖

=
[︁
w(0)⊥ w(0)‖

]︁[︁
1 𝛽

]︁T
(3-5)

注意到上述中我们省略了公共因子1/𝜎2𝑛，因为其不影响波束形成的性能。在上

式(3-5)中，w(0)⊥和 w(0)‖满足

w(0)⊥ =P⊥
[a(𝜃𝑖)]

w(0) (3-6a)

w(0)‖ =P[a(𝜃𝑖)]w(0) (3-6b)

其中w(0)代表静态权向量，即

w(0) = a(𝜃0) (3-7)

实际上，上式中的w(0)对应只存在白噪声时的最优权向量，此时𝜎
2
𝑖 = 0， 𝛽 = 1。

式(3-5)给出了最优权向量的等价表示形式，从中可以看出，w⋆是一组正交向

量w(0)⊥和 w(0)‖的线性组合，组合系数分别为1和𝛽。通过设置参数𝛽，可以在𝜃𝑖处

形成零陷。实际上，𝛽与𝜃𝑖处的归一化响应电平存在一定的关系，调节𝛽可实现方

向图电平调节的目的。

3.1.2 阵列方向图响应与𝛽的关系

为了探索式(3-5)中的𝛽如何影响𝜃𝑖处的电平，我们首先将两个复向量u和v之

间的角度表示为𝜙(u,v) ∈ [0,𝜋/2]，并定义

cos(𝜙(u,v)),
|uHv|

‖u‖2‖v‖2
(3-8)

同时，定义权向量w对应的归一化功率响应为

𝐿(𝜃,𝜃0),
|wHa(𝜃)|2

|wHa(𝜃0)|2
(3-9)

将式(3-5)中的w⋆带入到𝐿(𝜃𝑖, 𝜃0)中，可以得到

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0) =
‖a(𝜃𝑖)‖22 · cos2(𝜙(w⋆,a(𝜃𝑖)))

‖a(𝜃0)‖22 · cos2(𝜙(w⋆,a(𝜃0)))
(3-10)

可以看出，𝜃𝑖处的响应依赖于w⋆，a(𝜃𝑖)以及两者之间的夹角。而且，根据式(3-5)可

知，𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)是待确定参数𝛽的函数。
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图3-1为w⋆以及各分量的几何示意图，其中 𝜙𝑖和𝜙0定义为

𝜙𝑖 , 𝜙(w⋆,a(𝜃𝑖)) = 𝜙(w(0)⊥+𝛽w(0)‖,a(𝜃𝑖)) (3-11a)

𝜙0 , 𝜙(w⋆,a(𝜃0)) = 𝜙(w(0)⊥+𝛽w(0)‖,a(𝜃0)) (3-11b)

从图中可以看出，w(0)‖是将向量w(0)向a(𝜃𝑖)方向正交投影得到的分量,w(0)⊥是向

量w(0)向子空间ℛ⊥(a(𝜃𝑖))进行正交投影得到的分量。而且，𝜙𝑖和𝜙0随着𝛽的改变

而改变。例如，如果𝛽 = 1，可以得到𝜙0 = 0，𝜙𝑖 = 𝜙𝑞，其中𝜙𝑞表示w0与a(𝜃𝑖)之间

的夹角，即𝜙𝑞 , 𝜙(w0,a(𝜃𝑖))。此时我们有w⋆ =w0，并可以得到

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)
⃒⃒
𝛽=1

=
|wH

0 a(𝜃𝑖)|2

|wH
0 a(𝜃0)|2

, 𝐿𝑞 (3-12)

其中𝐿𝑞表示𝜃𝑖处的静态功率方向图响应。

)

)

w

}

}

'w

O

w

)

w)

)

w

)( 1 1k kk k1 11 1k k1 1

2

2

1b =0b =
b

w

0
j

qj

1
w

12
w

2

( )iqa

( )iq
^
a

O

( )( )0
qa

ij

( )0w

( )( )0
w ))

( )( )0 ^w

pb b=

图 3-1权向量正交分解示意图

当尝试从取值1减小𝛽的值，可以看出𝜙𝑖和𝜙0同时增加。特别地，当𝛽 = 0时，

𝜙𝑖达到其最大值𝜋/2，相应的最优权向量（如图3-1中w⋆1所示）与a(𝜃𝑖)正交，因此

有

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)
⃒⃒
𝛽=0

= 0 (3-13)

此时𝜃𝑖处将会形成零陷。

下面考虑𝛽 < 0时的情况。图3-1中的w⋆2给出了一种特例，此时w⋆2与 a(𝜃0)垂

直，可以得到𝛽 = 𝛽𝑝 < 0。由 |𝛽𝑝| · ‖w(0)‖‖2/‖w(0)⊥‖2 = ‖w(0)⊥‖2/‖w(0)‖‖2可以
推出𝛽𝑝 = −‖w(0)⊥‖22/‖w(0)‖‖22。不难验证 wH

⋆ a(𝜃0) = (w(0)⊥+𝛽𝑝w(0)‖)
H(w(0)⊥+

w(0)‖) = 0。因此，我们得到

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)
⃒⃒
𝛽=𝛽𝑝

=+∞ (3-14)
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除了上述两种情况下，我们下面考虑𝛽趋于+∞和−∞的情况。从图3-1可以看

出，𝛽→±∞时， 𝜙𝑖 = 0，𝜙0 = 𝜙𝑞。将𝜙𝑖 = 0和𝜙0 = 𝜙𝑞代入式(3-10)，可以得到

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)
⃒⃒
𝛽→±∞ =

‖a(𝜃𝑖)‖22
𝐿𝑞‖a(𝜃0)‖22

, 𝐿∞ (3-15)

表3-1总结了上述考虑的四种情况。

表 3-1 𝛽取不同值时各参数对比

𝛽 𝜙0 𝜙𝑖 𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)

1 0 𝜙𝑞 𝐿𝑞

0 atan(−1/𝛽𝑝) 𝜋/2 0

𝛽𝑝 𝜋/2 𝜋/2−𝜙𝑞 +∞

±∞ 𝜙𝑞 0 𝐿∞

为了进一步探索𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)关于𝛽的变化特性，下面考虑的𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)的单调性问

题。数学推导（详见附录B.1）表明，如果aH(𝜃0)a(𝜃𝑖) ̸= 0成立，则有

𝜕𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)

𝜕𝛽

⎧⎨⎩ > 0, 𝛽 ∈ (−∞,𝛽𝑝)∪ (0,+∞)

< 0, 𝛽 ∈ (𝛽𝑝,0)
(3-16)

上述结论表明，𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)在区间(−∞,𝛽𝑝)或 (0,+∞)内单调递增，在区间(𝛽𝑝,0)内

单调递减。由前文讨论可知，当𝛽 = 𝛽𝑝时，归一化响应电平𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)趋于无穷，而

当𝛽 = 0时，该值降为零。这表明，通过在实数范围内调节𝛽，𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)可以取得

任意非负值。

为了验证上述结果，下面使用𝑁 = 10全向阵元的等距线阵（阵元间距为半波

长）进行说明。我们取𝜃0 = 0∘，𝜃𝑖 = 45∘。图3-2描绘了𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)随 𝛽的变化曲线。

可以计算出 𝐿𝑞 =−19.1dB，𝐿∞ =19.1dB，𝛽𝑝=−80.3。从图3-2可以看出，当𝛽趋

于无穷时， 𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)趋于𝐿∞。当𝛽 = 𝛽𝑝时，曲线形成峰值，此时 𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)为正

无穷。而且，从图3-2可以看出，当𝛽 = 0时 𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)取得最小值，而当𝛽 = 1时，

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0) = 𝐿𝑞。除此之外，图3-2所示的𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)的单调性与前文相符。

需要指出的是，上述结果在wpre = a(𝜃0)才成立。此时可以通过在实数范围

内调节𝛽达到任意调节（0到正无穷范围内） 𝜃𝑖处方向图电平的目的。然而，由下

文讨论可知，当wpre不为a(𝜃0)，无法实现𝜃𝑖处任意电平的调节。考虑实际应用中，

任意角度的电平应该满足

0≤ 𝐿(𝜃,𝜃0)≤ 1 (3-17)
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图 3-2 𝐿⋆(𝜃,𝜃0)随𝛽变化曲线

下文讨论中，将在上述条件下进行讨论。

3.1.3 基于WORD算法的方向图控制

这一节中，我们使用WORD算法对方向图进行控制。根据式(3-5)，可以看

出w⋆是在w0的基础上进行更新（使用参数𝛽）得到的。因此可以将w⋆和w0分别

视为当前权向量和之前的权向量。基于这种思想，给定某个已有的权向量w(𝑘−1)，

将某个方向𝜃𝑘处的电平调节至某电平值（如𝜌𝑘）的期望权向量w(𝑘) 可以由下式更

新得到

w(𝑘) =
[︁
w(𝑘−1)⊥ w(𝑘−1)‖

]︁[︁
1 𝛽

]︁T
(3-18)

其中w(𝑘−1)⊥和w(𝑘−1)‖根据式(3-6)中定义推广得到，两者满足

w(𝑘−1)⊥ =P⊥
[a(𝜃𝑘)]

w(𝑘−1) (3-19a)

w(𝑘−1)‖ =P[a(𝜃𝑘)]
w(𝑘−1) (3-19b)

式(3-18)中的𝛽可以由下式计算得到

𝐿(𝑘)(𝜃𝑘, 𝜃0) =
|wH

(𝑘)
a(𝜃𝑘)|2

|wH
(𝑘)

a(𝜃0)|2
= 𝜌𝑘 (3-20)

为了解上述关于𝛽的问题，我们首先将式(3-18)代入到式(3-20)的分子分母中，得

到

|wH
(𝑘)a(𝜃𝜏 )|

2 =
[︁
1 𝛽

]︁⎡⎣wH
⊥a(𝜃𝜏 )

wH
‖ a(𝜃𝜏 )

⎤⎦⎡⎣wH
⊥a(𝜃𝜏 )

wH
‖ a(𝜃𝜏 )

⎤⎦H⎡⎣1
𝛽

⎤⎦ (3-21)

其中𝜏 ∈ {0,𝑘}, w⊥ ,w(𝑘−1)⊥， w‖ ,w(𝑘−1)‖。
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经过一些操作运算，问题(3-20)可以重新表示为

zTBz= 0 (3-22)

其中z, [1 𝛽]T，B为如下的2×2维复共轭对称矩阵

B=

⎡⎣wH
⊥a(𝜃𝑘)

wH
‖ a(𝜃𝑘)

⎤⎦⎡⎣wH
⊥a(𝜃𝑘)

wH
‖ a(𝜃𝑘)

⎤⎦H

−𝜌𝑘

⎡⎣wH
⊥a(𝜃0)

wH
‖ a(𝜃0)

⎤⎦⎡⎣wH
⊥a(𝜃0)

wH
‖ a(𝜃0)

⎤⎦H

=

⎡⎣ −𝜌𝑘|wH
⊥a(𝜃0)|

2 −𝜌𝑘wH
⊥a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖

−𝜌𝑘wH
‖ a(𝜃0)a

H(𝜃0)w⊥ |wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2−𝜌𝑘|wH
‖ a(𝜃0)|

2

⎤⎦ (3-23)

上式中，我们使用了等式wH
⊥a(𝜃𝑘) = 0。

实际上，如果0 ≤ 𝜌𝑘 ≤ 1，且aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘) > |aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|，则式(3-22)有下面

两个解

𝛽𝑎 =
−ℜ(B(1,2))+𝑑

B(2,2)
(3-24a)

𝛽𝑏 =
−ℜ(B(1,2))−𝑑

B(2,2)
(3-24b)

其中𝑑=
√︀
ℜ2(B(1,2))−B(1,1)B(2,2)。式(3-24)的推导见附录B.2。

3.1.4 𝛽的选择

由上节分析可知，式(3-24)中的𝛽𝑎和𝛽𝑏均可以将 𝜃𝑘方向的电平调节为期望电

平𝜌𝑘。为此，需要从中选择一个合适的𝛽使得方向图可以被更好地控制。理想情

况下，相邻两次方向图控制的响应变化应该较小。两次迭代间的方向图变化可以

由下式衡量：

𝐹 (𝛽) =

⃦⃦⃦⃦
P⊥

[w(𝑘−1)]

w(𝑘)

‖w(𝑘)‖2

⃦⃦⃦⃦2
2

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦P⊥

[w(𝑘−1)]

w(𝑘−1)⊥+𝛽w(𝑘−1)‖√︁
‖w(𝑘−1)⊥‖22+𝛽2‖w(𝑘−1)‖‖22

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

2

(3-25)

所以，可以从𝛽𝑎和𝛽𝑏选择使𝐹 (𝛽)取值较小的参数。记𝛽⋆为最终的𝛽选取值，则权

向量w(𝑘)可以由下式进行计算

w(𝑘) =
[︁
w(𝑘−1)⊥ w(𝑘−1)‖

]︁[︁
1 𝛽⋆

]︁T
(3-26)

从上述分析可以看出，WORD算法的参数选取与A2RC算法不同。 WORD算

法的参数备选值为实数，且最后参数的确定过程简单。
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3.1.5 基于WORD的方向图综合

由上分析可知，WORD算法只能对单个点进行精确控制。类似于应用A2RC

实现方向图综合，通过迭代应用WORD算法也可以实现方向图综合。具体描述可

参考2.2.5节基于A2RC的方向图综合。

3.1.6 实验仿真

本节对WORD算法及在方向图综合中的应用进行仿真，如无特别说明，均取

初始权向量w(0)为静态权向量 a(𝜃0)。为了进行实验对比，同时测试A2RC方法[137]，

以及文献[43]或[45]中的优化类方法。具体来讲，如果对期望方向图没有下限约

束，则对比文献[43]中的凸优化方法。否则，当问题非凸时，对比文献[45]中的半

正定松弛方法(SemiDefinite Relaxation,SDR)。

3.1.6.1 等距线阵方向图响应控制仿真

本例中采用16阵元等距线阵结构，各阵元各向同性，波束中心指向 𝜃0 = 20∘。

为了说明WORD算法的灵活性，取初始权向量w(0)为具有 −25dB等电平旁瓣衰落

的切比雪夫权。在此基础上，依次调节𝜃1 =−10∘和 𝜃2 = 17∘方向的电平为0dB，同

时对比A2RC算法和WORD算法的性能。除此之外，为了测量式(2-51)中的函数𝐽，

对区间[−90∘,90∘]每隔0.1∘进行采样，得到 1801个采样点。

第一步控制过程中，可以计算得到𝛽𝑎 = 27.1619，𝛽𝑏 = −25.4210， 𝐹 (𝛽𝑎) =

0.4590，𝐹 (𝛽𝑏) = 0.4988。由于𝐹 (𝛽𝑎) < 𝐹 (𝛽𝑏)，所以WORD算法选取 𝛽𝑎来计算最

终的权向量。计算式(2-51)中的函数𝐽可以得到 𝐽(𝛽𝑎) = 0.0479 < 𝐽(𝛽𝑏) = 0.0488，

这与 𝐹 (𝛽𝑎)和𝐹 (𝛽𝑏)之间的大小关系一致。对于A2RC算法，可以计算得到 𝜇𝑎 =

0.6515− 𝑗0.2880。有趣的是，此时可验证WORD方法和A2RC方法得到相同的权

向量w(1)。图3-3给出了两种方法最终得到的方向图，从中可以发现WORD算法

和A2RC算法的方向图重合且无畸变，两者均实现了𝐿(1)(𝜃1, 𝜃0) = 0dB。

在第一步方向图控制的基础上，下面来实现 𝐿(2)(𝜃2, 𝜃0) = 0dB。可以计算得

到𝛽𝑎 = 2.5907，𝛽𝑏 = −0.3520， 𝐹 (𝛽𝑎) = 0.1959，𝐹 (𝛽𝑏) = 0.4553。由于𝐹 (𝛽𝑎) <

𝐹 (𝛽𝑏)，此时WORD算法选取 𝛽𝑎来计算最终的权向量。计算式(2-51)中𝐽可以得到

𝐽(𝛽𝑎) = 0.0551< 𝐽(𝛽𝑏) = 0.9392，与 𝐹 (𝛽𝑎)<𝐹 (𝛽𝑏)一致。另一方面，A2RC方法计

算得到 𝜇𝑎 =−0.2827− 𝑗0.6668，𝜑𝑎 = 4.3114（定义见文献[137]的公式(51)）。为了

说明𝜇𝑎选取的不合理性，图3-4给出了 𝐽随𝜑（见文献[137]的公式(40)）的变化曲

线。从图中可以发现，𝐽在𝜑 = 𝜑𝑎时达到最大值。图3-5对比了两种算法最终的方

向图结果，可以看出两种方法均实现了精确的电平控制。然而，由于A2RC方法参
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图 3-3第一步方向图控制结果

数选取的缺陷，其最终的方向图已经发生畸变。对于WORD方法，由于参数选取

的合理性，其最终得到的方向图优于A2RC算法。
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图 3-4 𝐽随𝜑的变化曲线

3.1.6.2 非等距线性阵列多波束方向图综合

本例中利用WORD算法对16阵元非等距线性阵列进行多波束方向图综合，各

阵元位置取值见表3-2。考虑两波束，波束指向分别为30∘和−10∘。取初始权向量

为a(30∘)，之后应用WORD算法将 −10∘方向的归一化电平调节为0dB。在此基础

上，利用WORD算法将旁瓣电平调节至低于−25dB水平。经过50步迭代，可以得

到满意的两波束方向图结果，最终的权向量取值见表3-2。
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图 3-5第二步方向图控制结果

表 3-2非等距线阵阵元位置及得到的权向量结果

𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑤𝑛 𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑤𝑛

1 0.00 0.3729𝑒+𝑗0.0629 9 3.99 0.5389𝑒+𝑗1.0138

2 0.47 0.2710𝑒+𝑗0.4647 10 4.48 0.9496𝑒+𝑗1.4446

3 1.01 0.1708𝑒−𝑗2.1372 11 4.96 0.4097𝑒+𝑗2.0121

4 1.47 0.6945𝑒−𝑗1.6171 12 5.43 0.4452𝑒−𝑗0.6784

5 1.97 0.5003𝑒−𝑗1.0681 13 5.94 0.7115𝑒−𝑗0.1635

6 2.54 0.5006𝑒+𝑗2.6699 14 6.49 0.1974𝑒+𝑗0.2931

7 3.06 1.0000𝑒+𝑗3.1288 15 6.98 0.3151𝑒−𝑗2.3056

8 3.53 0.3728𝑒−𝑗2.5715 16 7.46 0.3057𝑒−𝑗1.7021

图3-6对比了WORD算法，A2RC算法，以及凸优化算法最终得到的方向图结

果。从图中可以看出，WORD算法在旁瓣和主瓣区域均得到满意的方向图结果。

A2RC方法由于参数确定依赖于经验，其方向图显得不规则。

3.1.6.3 等距线阵平顶方向图综合

参照文献[45]的例子，这里使用20阵元等距线阵（阵元间距为0.45波长）进行

仿真，且期望方向图具有平顶主瓣。具体来讲，主瓣区域[−40∘,40∘]的期望电平

为 0dB，所有旁瓣的电平上限均为−25dB。图3-7给出了初始方向图和各算法得到

的方向图。由图中可以看出，WORD算法和半正定松弛方法均可以得到满意的方
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图 3-6非等距线阵多波束方向图结果

向图结果。然而，实验发现，半正定松弛方法的执行时间约为1分钟，时长远多

于WORD算法（执行时间短于1秒）。
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图 3-7等距线阵平顶方向图结果

3.1.6.4 二维阵列方向图综合

为了说明WORD算法的广泛适用性，下面考虑二维阵列的方向图综合。不失

一般性，这里使用16×16各向同性矩形阵列，相邻阵元间距为半波长。图3-8给出

了期望方向图，其中 𝑢 = sin(𝜃𝑒)cos(𝜃𝑎)，𝑣 = sin(𝜃𝑒)sin(𝜃𝑎) 𝜃𝑒和𝜃𝑎分别代表俯仰角

和方位角。期望方向图主瓣指向(𝑢0,𝑣0) = (0.3,0.3)，主瓣区域为Θ𝑀 = {(𝑢,𝑣)
⃒⃒
|𝑢−

𝑢0|+ |𝑣−𝑣0| ≤ 0.3}。旁瓣区域Θ𝑆 = {(𝑢,𝑣)
⃒⃒
−0.8≤ 𝑢≤−0.5}的电平上限为−35dB，

其余旁瓣区域电平上限为−15dB。
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图 3-8二维期望方向图

图3-9 展示了𝑣 = 𝑣0时𝑢维切面方向图，图3-10 为𝑢 = 𝑢0时的𝑣维切面方向图。

由上述两图可以发现，WORD方法性能明显优于A2RC方法。另外，由于半正定松

弛方法在上述场景下运算量极大，所以这里没有展示其结果。
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图 3-9 𝑣 = 𝑣0时的𝑢维切面方向图

3.2 C2-WORD算法与稳健C2-WORD算法

上节介绍了一种WORD算法，可以对任意阵列方向图进行精确电平控制。需

要注意的，WORD算法对阵列误差敏感。当存在阵列误差时，WORD算法无法进

行精确方向图电平控制。为此，本节首先将WORD算法扩展到复数域，在此基础

上提出一种稳健的方向图电平控制算法。
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图 3-10 𝑢= 𝑢0时的𝑣维切面方向图

3.2.1 C2-WORD算法

下面通过对权向量正交分解算法WORD进行改进，介绍一种复系数的权向量

正交分解算法C2-WORD。

3.2.1.1 C2-WORD

介绍C2-WORD之前，先介绍下面引理。

引理 3.2.1 对于∀𝛽𝑘 ∈R和式(3-18)中相应的权向量w𝑘，一定存在̃︀𝛽𝑘 ∈C下面
权向量̃︀w𝑘

̃︀w𝑘 =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 ̃︀𝛽𝑘]︁T (3-27)

使得

𝐿𝑘(𝜃𝑘, 𝜃0)
⃒⃒
w=̃︀w𝑘

= 𝐿𝑘(𝜃𝑘, 𝜃0)
⃒⃒
w=w𝑘

(3-28)

而且，̃︀𝛽𝑘为非平凡的复数，即通常有̃︀𝛽𝑘 /∈ R。

证明 见附录B.3。 ■

引理3.2.1表明一定存在复数 ̃︀𝛽𝑘可以与实值的𝛽𝑘在 𝜃𝑘处获得相同的电平响应。

因此，在WORD算法中考虑复数的𝛽𝑘更具合理性。这将引出下文的复系数权向量

正交分解算法（C2-WORD算法）。
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具体来讲，对于给定的权向量w𝑘−1，为了将𝜃𝑘 的电平调节到期望电平𝜌𝑘，我

们提出如下权向量更新表达式

w𝑘 =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽𝑘

]︁T
, 𝛽𝑘 ∈ C (3-29)

其中w𝑘为新的权向量。尽管使用了相同的符号，但与式(3-18)中WORD算法的权

向量更新形式不同，式(3-29)中的𝛽𝑘可以取为复数。

为了实现𝜃𝑘处的电平控制要求，即

𝐿𝑘(𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘 (3-30)

下面首先找出式(3-29)中所有可能的𝛽𝑘。为此，我们将(3-29)代入式(3-30)中，得到

zH𝑘B𝑘z𝑘 = 0，其中 z𝑘 , [1 𝛽𝑘]T， B𝑘为2×2复共轭对称矩阵，其表达式见(B-82)。

经过计算，可以得到𝛽𝑘的几何分布，如下面定义所述。

定理 3.2.1 假设𝛽𝑘是式(3-29)和(3-30)的解，则𝛽𝑘的轨迹是圆 C𝛽𝑘：

C𝛽𝑘 =
{︁
𝛽𝑘

⃒⃒⃒⃦⃦
[ℜ(𝛽𝑘),ℑ(𝛽𝑘)]T−c𝛽𝑘

⃦⃦
2
=𝑅𝛽𝑘

}︁
(3-31)

其中圆心为

c𝛽𝑘 =
1

B𝑘(2,2)

⎡⎣−ℜ(B𝑘(1,2))

ℑ(B𝑘(1,2))

⎤⎦ (3-32)

半径为

𝑅𝛽𝑘 =
√︀
−det(B𝑘)

⧸︀
|B𝑘(2,2)| (3-33)

证明 类似定理2.2.2证明。 ■

图3-11更直观地描绘了𝛽𝑘分布。容易看出，WORD算法从C𝛽𝑘中的实元素中选
取𝛽𝑘。对于C2-WORD算法，我们将 𝛽𝑘可行集扩展到复数域。由于可行集的扩大，

将有可能得到更合理的𝛽𝑘。

实际上，定理3.2.1建立在B𝑘(2,2) ̸= 0的基础上。不难发现，B𝑘(2,2) ̸= 0等价

于 𝜌𝑘|wH
‖ a(𝜃0)|

2 ̸= |wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2，或者更简洁地，𝜌𝑘|aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|2 ̸= |aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)|2。
事实上，如果𝜌𝑘|aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|2 = |aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)|2，可以得到

𝜌𝑘 = |aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)|2/|aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|2 , ̃︀𝜌𝑘 (3-34)

不难发现，如果设置𝜌𝑘 ∈ [0,1]，通常有𝜌𝑘 ̸= ̃︀𝜌𝑘或者等价地B𝑘(2,2) ̸= 0。
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图 3-11 𝛽𝑘几何分布示意图

3.2.1.2 𝛽𝑘的选取

由定理3.2.1可以看出，存在无穷多个复值的𝛽𝑘可以将𝜃𝑘方向的电平调节为𝜌𝑘。

鉴于此，需要选取最优的𝛽𝑘,⋆来实现阵列响应控制任务(3-30)。

本文中，我们通过最大化白噪声增益[10, 138, 139]来优化参数𝛽𝑘。白噪声增益𝐺定

义为

𝐺(w),
|wHa(𝜃0)|2

‖w‖22
(3-35)

上述白噪声增益衡量了信噪比的提高程度，其等于白噪声背景下输出信噪比与输

入信噪比的比值。结合式(3-29)和定理3.2.1，我们建立如下约束问题来求解最终

的𝛽𝑘,⋆：

max
𝛽𝑘

𝐺(w𝑘) =
|wH

𝑘 a(𝜃0)|
2

‖w𝑘‖22
(3-36a)

subject to w𝑘 =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽𝑘

]︁T
(3-36b)

𝛽𝑘 ∈ C𝛽𝑘 (3-36c)

其中C𝛽𝑘的定义见(3-31)。尽管上述问题(3-36)非凸，其最优解可以解析得到，如下

定理所述。

定理 3.2.2 问题(3-36)的最优解𝛽𝑘,⋆满足

𝛽𝑘,⋆ = 𝛽𝑘,𝑙 , arg max
𝛽𝑘∈C𝛽𝑘

|𝛽𝑘|= (|c𝛽𝑘 |+𝑅𝛽𝑘)𝑒
𝑗∠𝑔(c𝛽𝑘 ) (3-37)

其中𝑔(·)满足𝑔(c) = c(1)+ 𝑗c(2)， c为输入向量。

83

万方数据



电子科技大学博士学位论文

证明 见附录B.4。 ■

由定理3.2.2可知最优的𝛽𝑘,⋆ 具有最大模值，如图3-11中的 𝑔−1(𝛽𝑘,𝑙)所示。得

到最优𝛽𝑘,⋆之后，可以将C2-WORD的权向量更新表示为

w𝑘 =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽𝑘,⋆

]︁T
(3-38)

此外，式(3-38)中的w𝑘满足下面性质，如定理3.2.3所描述。

定理 3.2.3 如取w𝑘−1 = a(𝜃0)，且假设 aH(𝜃𝑘)a(𝜃0) ̸= 0，则式(3-38)中的权向

量w𝑘是下面问题的最优解

max
w∈C𝑁

𝐺(w) (3-39a)

subject to |wHa(𝜃𝑘)|2/|wHa(𝜃0)|2 = 𝜌𝑘 (3-39b)

证明 见附录B.5。 ■

注意在问题3-39中没有施加权向量正交分解约束（即约束(3-36b)）。由于𝛽𝑘,⋆可

能为复数，定理3.2.3的结论对于传统的WORD可能并不成立。最终，C2-WORD算

法的总结见算法10。

3.2.2 C2-WORD与A2RC的关系

上节中对WORD算法进行了扩展，提出复加权系数的C2-WORD算法。相比

于WORD算法，C2-WORD扩大了参数𝛽的寻优区间，因此会得到更满意的性能。

下面讨论C2-WORD与 A2RC的关系。

首先，我们将C2-WORD算法的权向量更新（即式(3-29)）表示为

w𝑘 =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽𝑘

]︁T
=P⊥

[a(𝜃𝑘)]
w𝑘−1+𝛽𝑘P[a(𝜃𝑘)]

w𝑘−1

=

(︂
I− a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)

)︂
w𝑘−1+

𝛽𝑘a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)
w𝑘−1

=w𝑘−1+𝑇 (𝛽𝑘) ·a(𝜃𝑘) (3-40)

其中变换𝑇 (𝛽𝑘)定义为

𝑇 (𝛽𝑘),
(𝛽𝑘−1)aH(𝜃𝑘)w𝑘−1

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)
(3-41)

可以发现 C2-WORD与A2RC具有类似的更新形式，只是参数选取方式不一样。此

外，注意到子空间ℛ⊥(a(𝜃𝑘)) 中的分量不影响𝜃𝑘方向的输出，但是会影响其它非
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算法 10 C2-WORD算法
1: 输入：𝜃0，𝑘，w𝑘−1，𝜃𝑘和 𝜌𝑘。

2: 由(3-37)得到最优的𝛽𝑘,⋆。

3: 得到式(3-38)中的权向量w𝑘。

4: 输出：权向量w𝑘。

控制点的电平响应。由式(3-40)可以看出，在w𝑘−1上的添加量不包含冗余成分。

所带来的好处可能是在非控制区域产生小的方向图畸变。

事实上，一一映射𝑇 (·)可以在C2-WORD算法的𝛽𝑘 与A2RC算法的𝜇𝑘之间相互

转换。而且，不难发现{︀
𝑇 (𝛽𝑘)

⃒⃒
𝐿(𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘

}︀
=
{︀
𝑇 (𝛽𝑘)

⃒⃒
𝛽𝑘 ∈ C𝛽𝑘

}︀
= C𝜇𝑘 (3-42)

除此之外，某种条件下C2-WORD与A2RC将得到相同的结果。为了说明这点，我

们定义

𝜇𝑘,𝑙 , arg max
𝜇𝑘∈C𝜇𝑘

|𝜇𝑘| (3-43)

则可以得到下面定理。

定理 3.2.4 对于给定的w𝑘−1，𝜃𝑘和𝜌𝑘，我们有𝑇 (𝛽𝑘,⋆) = 𝜇𝑘,𝑠 = 𝜇𝑘,⋆当且仅当

c𝛽𝑘(2) = 0, c𝛽𝑘(1) ∈ [0,1] (3-44)

其中c𝛽𝑘的表达式见(3-32)。同时，𝑇 (𝛽𝑘,⋆) = 𝜇𝑘,𝑙当且仅当

c𝛽𝑘(2) = 0, c𝛽𝑘(1) ∈ (−∞,0)∪ (1,+∞) (3-45)

此外，如果𝑇 (𝛽𝑘,⋆) ∈ {𝜇𝑘,𝑠,𝜇𝑘,𝑙}，则 𝛽𝑘,⋆ ∈ R。

证明 见附录B.6。 ■

根据定理3.2.4，如果式(3-44)满足，则C2-WORD与A2RC得到相同的结果。否

则，C2-WORD将优于 A2RC（在白噪声增益方面）。而且，一定条件下参数𝜇𝑘,𝑙
（定义见(3-43)）对应于C2-WORD中的𝛽𝑘,⋆，但A2RC算法中不会选择 𝜇𝑘,𝑙。另外，

从定理3.2.4可以发现如果c𝛽𝑘(2) = 0，则C2-WORD可能与WORD得到相同的结果。

定理3.2.4总结了C2-WORD与 A2RC等价的条件。然而，仍然不确定两个算法在哪

些具体场景下得到相同的结果。回答这个问题之前，我们定义

𝜌𝑘 , |aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)|2/|aH(𝜃0)a(𝜃0)|2 = ‖a(𝜃𝑘)‖42/‖a(𝜃0)‖42 (3-46a)

𝜌𝑘 , |wH
𝑘−1a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)|/|wH
𝑘−1a(𝜃0)a

H(𝜃0)a(𝜃𝑘)| (3-46b)

则可以得到定理3.2.4的两个推论，如下所述。
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推论 3.2.1 如果取w𝑘−1 = a(𝜃0)，则对于𝜃𝑘 ̸= 𝜃0和满足下式的𝜌𝑘

0≤ 𝜌𝑘 ≤min{̃︀𝜌𝑘,𝜌𝑘} , 𝜌𝑘 ̸= ̃︀𝜌𝑘 (3-47)

我们有𝑇 (𝛽𝑘,⋆) = 𝜇𝑘,𝑠 = 𝜇𝑘,⋆。换言之，上述情况下C2-WORD与 A2RC得到相同的

权向量w𝑘。

证明 见附录B.7。 ■

由推论3.2.1可知，如果取w𝑘−1 = a(𝜃0)，且𝜌𝑘满足特定要求（即式(3-47)），则

C2-WORD与A2RC得到相同的w𝑘。注意到推论3.2.1对阵列形状没限制。

此外，可以得到定理3.2.4的第二个推论。该推论与中心对称阵列[140–142]有

关。简言之，如果各阵元对称分布且各对称的阵元对具有相同的特性，则该阵列

称为对称阵列。下面首先定义共轭中心对称向量集合V

V,
{︁
v ∈ C𝑁×1

⃒⃒⃒
v(𝑖) = v*(𝑁 − 𝑖+1), ∀𝑖= 1, · · · ,𝑁

}︁
(3-48)

对于中心对称阵列，如果以对称中心为参考，则阵列导向矢量为共轭中心对称向

量，即a(𝜃) ∈ V。基于此，可以得到下面定理3.2.4的推论。

推论 3.2.2 考虑中心对称阵列，如果w0 ∈ V，且对于𝑘 = 1,2, · · ·均有

0≤ 𝜌𝑘 ≤min{̃︀𝜌𝑘,𝜌𝑘} , 𝜌𝑘 ̸= ̃︀𝜌𝑘 (3-49a)

wH
⊥a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖ ≥ 0 (3-49b)

则C2-WORD与 A2RC获得相同的w𝑘，𝑘 = 1,2, · · ·，即此时两个算法完全等价。

证明 见附录B.8。 ■

上述推论3.2.2 给出了C2-WORD与 A2RC等价的一个特例。此时，A2RC算法

的参数选择也是最优的（在最大化白噪声增益方面）。

通常可以得到aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘) > |aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|。则条件0 ≤ 𝜌𝑘 < ̃︀𝜌𝑘可以保证只要
0≤ 𝜌𝑘 ≤ 1。而且，为了使条件0≤ 𝜌𝑘 ≤ 𝜌𝑘成立，只要限制期望电平𝜌𝑘低于w𝑘−1对

应的𝜃𝑘的电平，即 0≤ 𝜌𝑘 ≤ |wH
𝑘−1a(𝜃𝑘)|/|wH

𝑘−1a(𝜃0)|=𝐿𝑘−1(𝜃𝑘, 𝜃0)。一般情况下，

𝐿𝑘−1(𝜃𝑘, 𝜃0)不超过1。因此，条件(3-49a)容易满足只要0≤ 𝜌𝑘 ≤ 𝐿𝑘−1(𝜃𝑘, 𝜃0)。
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3.2.3 稳健旁瓣控制问题描述

上节中的C2-WORD算法在不存在导向矢量误差时可以精确控制某方向的电

平响应。为了实现阵列导向矢量存在误差时的阵列响应控制，下面对稳健旁瓣控

制问题进行描述。为了便于后文推导，首先定义归一化幅度响应

𝑉𝑎(𝜃) = |wHa(𝜃)|/|wHa(𝜃0)| (3-50)

需要注意，上述的𝑉𝑎(𝜃)与前文的归一化功率响应 𝐿(𝜃,𝜃0)不同，两者满足 𝑉 2
𝑎 (𝜃) =

𝐿(𝜃,𝜃0)。

式(3-50)中的𝑉𝑎(𝜃)描述了不存在阵列误差时的阵列幅度响应。实际中，导向

矢量一般会受到天线阵列的影响而存在各种误差，如幅相误差、阵元位置误差、

天线互耦等。考虑误差后，实际的导向矢量b(𝜃)可以表示为

b(𝜃) = a(𝜃)+Δ(𝜃) (3-51)

其中Δ(𝜃)代表未知的导向矢量扰动，其值可能依赖于角度𝜃。实际的归一化幅度响

应（记为𝑉𝑏(𝜃)）可以表示为

𝑉𝑏(𝜃) = |wHb(𝜃)|/|wHb(𝜃0)| (3-52)

显然，𝑉𝑏(𝜃)通常与𝑉𝑎(𝜃)不同。注意到在式(3-52)中，仍然使用 𝜃0方向的输出作为

归一化因子，尽管实际的波束中心可能会因为导向矢量误差的影响而偏离理想的

𝜃0。稳健旁瓣控制中，我们考虑在旁瓣区域内如何使得实际的幅度响应 𝑉𝑏(𝜃)低于

某特定电平值。

3.2.4 阵列波束响应的界限分析

下面首先对实际的幅度波束响应𝑉𝑏(𝜃)进行界限分析。为此，我们合理地假设

扰动向量Δ(𝜃)的范数满足

‖Δ(𝜃)‖2 ≤ 𝜀(𝜃) (3-53)

其中𝜀(𝜃)为Δ(𝜃)的范数上限，其值已知。则根据三角不等式可以得到

|wHb(𝜃)|= |wH(a(𝜃)+Δ(𝜃))|

≤ |wHa(𝜃)|+ |wHΔ(𝜃)|

≤ |wHa(𝜃)|+‖w‖2·‖Δ(𝜃)‖2

≤ |wHa(𝜃)|+ 𝜀(𝜃)‖w‖2 (3-54)
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类似地，

|wHb(𝜃)|= |wH(a(𝜃)+Δ(𝜃))|

≥ |wHa(𝜃)|− |wHΔ(𝜃)|

≥ |wHa(𝜃)|−‖w‖2·‖Δ(𝜃)‖2

≥ |wHa(𝜃)|− 𝜀(𝜃)‖w‖2 (3-55)

结合式(3-54)和(3-55)，不难得到

𝑉𝑏(𝜃) =
|wH(a(𝜃)+Δ(𝜃))|
|wH(a(𝜃0)+Δ(𝜃0))|

≤ |wHa(𝜃)|+ 𝜀(𝜃)‖w‖2
|wHa(𝜃0)|− 𝜀(𝜃0)‖w‖2

=
𝑉𝑎(𝜃)+ 𝜀(𝜃) · ‖w‖2/|wHa(𝜃0)|
1− 𝜀(𝜃0) · ‖w‖2/|wHa(𝜃0)|

, 𝑉𝑢(𝜃) (3-56)

以及

𝑉𝑏(𝜃)≥
|wHa(𝜃)|− 𝜀(𝜃)‖w‖2
|wHa(𝜃0)|+ 𝜀(𝜃0)‖w‖2

=
𝑉𝑎(𝜃)− 𝜀(𝜃) · ‖w‖2/|wHa(𝜃0)|
1+ 𝜀(𝜃0) · ‖w‖2/|wHa(𝜃0)|

, 𝑉𝑙(𝜃) (3-57)

综合式(3-56)和(3-57)，可知𝑉𝑏(𝜃)满足

0≤ 𝑉𝑙(𝜃)≤ 𝑉𝑏(𝜃)≤ 𝑉𝑢(𝜃) (3-58)

其中𝑉𝑢(𝜃)和𝑉𝑙(𝜃)分别表示幅度响应的最差上界和最差下界。根据式(3-58)，实际

的幅度方向图𝑉𝑏(𝜃)可以在区间[𝑉𝑙(𝜃),𝑉𝑢(𝜃)]内变化。除此之外，式(3-56)中已经隐

含地假设

|wHa(𝜃0)|− 𝜀(𝜃0)‖w‖2 > 0 (3-59)

否则会有𝑉𝑢(𝜃)< 0，式(3-56)不再成立。

3.2.5 稳健的单点旁瓣响应控制问题描述

上节中，我们对存在阵列误差时的波束响应界限进行了分析。下面考虑稳健

的单点旁瓣控制问题，即在阵列存在未知误差的情况下如何确定权向量使得某旁

瓣方向的实际波束电平低于特定值。
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更具体地，将期望的幅度幅度响应记为 𝑉𝑑(𝜃)。给定某权向量w𝑘−1以及待控

制的旁瓣角度𝜃𝑘，其中下标𝑘表示第𝑘步。此时需要找到某权向量w𝑘使得 𝜃𝑘处的

实际幅度波束电平低于𝑉𝑑(𝜃𝑘)。为了简化符号，下面沿用上两节中 𝑉𝑎(𝜃)，𝑉𝑏(𝜃)，

𝑉𝑢(𝜃)， 𝑉𝑙(𝜃)的标记和含义，用以描述w𝑘的相应幅度方向图。则单点的稳健旁瓣

控制问题可以描述为

find w𝑘 (3-60a)

subject to 𝑉𝑏(𝜃𝑘)≤ 𝑉𝑑(𝜃𝑘) (3-60b)

注意到𝑉𝑏(𝜃𝑘)中包含未知的扰动向量（参考式(3-51)）。

为了解决问题(3-60)，我们基于不等式(3-58)建立如下更保守的问题

find w𝑘 (3-61a)

subject to 𝑉𝑢(𝜃𝑘)≤ 𝑉𝑑(𝜃𝑘) (3-61b)

上面问题中，我们约束𝜃𝑘方向的最大可能值（即𝑉𝑢(𝜃𝑘)）低于 𝑉𝑑(𝜃𝑘)。由于𝑉𝑏(𝜃𝑘)小

于或等于𝑉𝑢(𝜃𝑘)，不难发现只要(3-61b)满足，则原始的约束(3-60b)也满足。

一种使得约束(3-61b)成立的可能方式是将 𝑉𝑢(𝜃𝑘)取为其最小值（其取值可

能接近零）。考虑到限制(3-58)，由此得到的实际响应 𝑉𝑏(𝜃𝑘)也可能趋于零，从

而可能加宽主瓣或产生较低的白噪声增益。为了缓解这个缺陷，我们期望在条

件𝑉𝑏(𝜃𝑘)满足的前提下获得的𝑉𝑏(𝜃𝑘)。由前文可知，𝑉𝑏(𝜃𝑘)在 [𝑉𝑙(𝜃𝑘),𝑉𝑢(𝜃𝑘)]范围

内波动，则增大𝑉𝑏(𝜃𝑘)取值的一种可能方式是同时抬升下界电平𝑉𝑙(𝜃𝑘)和上界电

平𝑉𝑢(𝜃𝑘)。根据式(3-61b)， 𝑉𝑢(𝜃𝑘)最大可以取为𝑉𝑑(𝜃𝑘)。由此，可以在𝑉𝑢(𝜃𝑘)固定

为𝑉𝑑(𝜃𝑘)的前提下，通过解下述问题来抬高𝑉𝑏(𝜃𝑘)的整体电平

max
w𝑘

𝑉𝑙(𝜃𝑘) (3-62a)

subject to 𝑉𝑢(𝜃𝑘) = 𝑉𝑑(𝜃𝑘) (3-62b)

对于给定的𝑉𝑎(𝜃𝑘)，𝜀(𝜃0)以及 𝜀(𝜃𝑘)，不难从式(3-56)和式(3-57)得到

𝑉𝑢(𝜃𝑘)−𝑉𝑙(𝜃𝑘)∝
‖w𝑘‖2

|wH
𝑘 a(𝜃0)|

(3-63)

则可以将问题(3-62)重新表述为

max
w𝑘

𝐺(w𝑘) =
|wH

𝑘 a(𝜃0)|
2

‖w𝑘‖22
(3-64a)

subject to 𝑉𝑢(𝜃𝑘) = 𝑉𝑑(𝜃𝑘) (3-64b)

其中𝐺(w𝑘)表示不存在阵列误差时的白噪声增益，其在前文问题(3-36)中用到。由

于‖w𝑘‖2/|wH
𝑘 a(𝜃0)|正比于方向图波动(即𝑉𝑢(𝜃𝑘)−𝑉𝑎(𝜃𝑘)和 𝑉𝑎(𝜃𝑘)−𝑉𝑙(𝜃𝑘))，可以
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看出对于给定的𝜀(𝜃0)和 𝜀(𝜃𝑘)，问题(3-64)可以获得小的方向图波动。

由(3-56)中𝑉𝑢(𝜃𝑘)的定义，可以将稳健单点旁瓣控制问题(3-64)重新表述为

max
w𝑘

𝐺(w𝑘) =
|wH

𝑘 a(𝜃0)|
2

‖w𝑘‖22
(3-65a)

subject to 𝑉𝑎(𝜃𝑘) = 𝑉w(𝜃𝑘) (3-65b)

其中𝑉w(𝜃)定义为

𝑉w(𝜃), 𝑉𝑑(𝜃)−𝛾(𝜃)‖w𝑘‖2/|wH
𝑘 a(𝜃0)| (3-66)

𝛾(𝜃)定义为𝛾(𝜃), 𝑉𝑑(𝜃)𝜀(𝜃0)+ 𝜀(𝜃)。很明显，非凸问题(3-65)在对𝜃𝑘方向理想电平

进行约束的前提下最大化白噪声增益，这与前文中不存在阵列误差时的阵列响应

控制问题类似。然而，与前文问题不同的是，上述问题中约束(3-65b)的等式右边

（即𝑉w(𝜃𝑘)）也与优化变量w𝑘有关。除此之外，问题(3-65)中没有考虑之前的权向

量 w𝑘−1，所以直接解(3-65)可能在非控制区域产生较大的方向图变化（相比于之

前的方向图）。由于前文的C2-WORD算法在电平约束下最大化白噪声增益且在非

控制区域产生小的方向图畸变，这启发我们借助C2-WORD 算法来实现单点的旁

瓣电平控制。

3.2.6 稳健C2-WORD算法

下面介绍一种稳健C2-WORD算法来实现阵列存在误差时的稳健单点旁瓣电

平控制。该算法建立在前文C2-WORD 的基础上，可以提供解析形式解并在非控

制区域产生小的波束变化。

首先，回忆前文C2-WORD算法，我们在问题(3-65)中添加新的约束，将问题

表述为

max
𝛽𝑘

𝐺(w𝑘) (3-67a)

subject to 𝑉𝑎(𝜃𝑘) = 𝑉w(𝜃𝑘) (3-67b)

w𝑘 =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽𝑘

]︁T
, 𝛽𝑘 ∈ C (3-67c)

其中(3-67c)为新添加的正交分解约束。上述问题(3-67)的优化变量为𝛽𝑘，一旦得到

最优的𝛽𝑘,⋆，则最终的权向量 w𝑘可以表示为

w𝑘 =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽𝑘,⋆

]︁T
(3-68)

需要强调的是，式(3-68)中得到的权向量可能不是(3-65)的全局最优解，这是因为

在问题(3-67) 中添加了新的约束。尽管如此，仿真表明式(3-68)中的w𝑘 在稳健旁

瓣控制方法性能良好。余下的问题就是如何得到问题(3-67)的最优 𝛽𝑘,⋆。
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为了便于后文描述，首先定义

𝜌𝑎 , 𝑉 2
𝑎 (𝜃𝑘) (3-69)

上述𝜌𝑎表示最终的𝜃𝑘方向理想功率方向图电平。则对于给定的𝜃0，𝜃𝑘，w𝑘−1，

𝑉𝑑(𝜃𝑘)，𝜀(𝜃0)和𝜀(𝜃𝑘)，可以通过间接求解𝜌𝑎来确定问题(3-67)的最优解𝛽𝑘,⋆。

经过计算（详见附录B.9），问题(3-67)得解时，相应的 𝜌𝑎满足下面一元四次

方程

𝐴2𝜌4𝑎+(2𝐴𝐶−𝐵2)𝜌3𝑎+(2𝐴𝐸−2𝐵𝐷+𝐶2)𝜌2𝑎+(2𝐶𝐸−𝐷2)𝜌𝑎+𝐸
2 = 0 (3-70)

其中系数𝐴，𝐵，𝐶，𝐷，𝐸满足

𝐴= (|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2−𝛾2(𝜃𝑘)‖w‖‖22) · |wH
⊥a(𝜃0)|

2 · |wH
‖ a(𝜃0)|

2

−𝛾2(𝜃𝑘)‖w⊥‖22 · |wH
‖ a(𝜃0)|

4 (3-71a)

𝐵 = 2
(︁
(|wH

‖ a(𝜃𝑘)|
2−𝛾2(𝜃𝑘)‖w‖‖22)−𝑉𝑑(𝜃𝑘) · |wH

‖ a(𝜃0)||w
H
‖ a(𝜃𝑘)|

)︁
·

|wH
⊥a(𝜃0)|

2 · |wH
‖ a(𝜃0)| · |w

H
‖ a(𝜃𝑘)| (3-71b)

𝐶 = 𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘)|wH

‖ a(𝜃𝑘)|
2 · |wH

⊥a(𝜃0)|
2 · |wH

‖ a(𝜃0)|
2+(|wH

‖ a(𝜃𝑘)|
2−𝛾2(𝜃𝑘)‖w‖‖22)·

|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2 · |wH
⊥a(𝜃0)|

2−4𝑉𝑑(𝜃𝑘)|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

3 · |wH
‖ a(𝜃0)| · |w

H
⊥a(𝜃0)|

2+

2𝛾2(𝜃𝑘)‖w⊥‖22 · |wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2 · |wH
‖ a(𝜃0)|

2 (3-71c)

𝐷 = 2𝑉𝑑(𝜃𝑘)|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

3 · |wH
⊥a(𝜃0)|

2 · (𝑉𝑑(𝜃𝑘)|wH
‖ a(𝜃0)|− |wH

‖ a(𝜃𝑘)|) (3-71d)

𝐸 = |wH
‖ a(𝜃𝑘)|

4 ·
(︀
𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘)|wH

⊥a(𝜃0)|
2−𝛾2(𝜃𝑘) · ‖w⊥‖22

)︀
(3-71e)

实际上，方程(3-70)最多有四个候选解。为了得到各解的解析表达式，首先介

绍下面引理。

引理 3.2.2 考虑下面关于𝑥的一元四次方程

𝑎𝑥4+ 𝑏𝑥3+ 𝑐𝑥2+𝑑𝑥+ 𝑒= 0, (𝑎 ̸= 0) (3-72)
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其最多存在四个解，且各解（记为𝑥𝑖，𝑖= 1,2,3,4）可以解析地表示为

𝑥1 =− 𝑏

4𝑎
+𝑆+

√︁
−4𝑆2−2𝑝− 𝑞

𝑆

2
(3-73a)

𝑥2 =− 𝑏

4𝑎
+𝑆−

√︁
−4𝑆2−2𝑝− 𝑞

𝑆

2
(3-73b)

𝑥3 =− 𝑏

4𝑎
−𝑆+

√︁
−4𝑆2−2𝑝+ 𝑞

𝑆

2
(3-73c)

𝑥4 =− 𝑏

4𝑎
−𝑆−

√︁
−4𝑆2−2𝑝+ 𝑞

𝑆

2
(3-73d)

其中

𝑝,
8𝑎𝑐−3𝑏2

8𝑎2
(3-74a)

𝑞 ,
𝑏3−4𝑎𝑏𝑐+8𝑎2𝑑

8𝑎3
(3-74b)

𝑆 ,

√︂
−2

3𝑝+
1
3𝑎

(︁
𝑄+ 𝜁0

𝑄

)︁
2

(3-74c)

式(3-74c)中，𝑄，𝜁0和𝜁1分别满足

𝑄,
3

√︃(︂
𝜁1+

√︁
𝜁21 −4𝜁30

)︂⧸︀
2 (3-75a)

𝜁0 , 𝑐2−3𝑏𝑑+12𝑎𝑒 (3-75b)

𝜁1 , 2𝑐3−9𝑏𝑐𝑑+27𝑏2𝑒+27𝑎𝑑2−72𝑎𝑐𝑒 (3-75c)

证明 见文献[143]。 ■

根据引理3.2.2中的式(3-73)，可以得到方程(3-70)的四个解，将其分别记作 𝜌𝑎,1，

𝜌𝑎,2，𝜌𝑎,3，𝜌𝑎,4。由之前讨论，注意到满足条件的𝜌𝑎应为实数且满足

𝜌𝑎 ∈ [0,𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘)) (3-76)

除此之外，由式(3-66)中𝑉w(𝜃)的表达式可知𝜌𝑎正比于𝐺(w𝑘)。因此，可以通过解

下面简单问题来得到最优的𝜌𝑎,⋆

max
𝜌𝑎

𝜌𝑎 (3-77a)

subject to 𝜌𝑎 ∈ {𝜌𝑎,1,𝜌𝑎,2,𝜌𝑎,3,𝜌𝑎,4} (3-77b)

𝜌𝑎 ∈ [0,𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘)) (3-77c)
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得到最优的𝜌𝑎,⋆之后，可以去掉约束(3-67b)从而将问题(3-67)表述为

max
𝛽𝑘

𝐺(w𝑘) (3-78a)

subject to 𝐿𝑘(𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑎,⋆ (3-78b)

w𝑘 =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽𝑘

]︁T
, 𝛽𝑘 ∈ C (3-78c)

上述问题(3-78)具有解析表达式，参考前文问题(3-36)和解(3-37)。由此即可得到

最优的𝛽𝑘,⋆以及式(3-68)中相应的权向量w𝑘。综上，稳健C2-WORD算法总结见算

法11。

算法 11稳健C2-WORD算法
1: 输入：𝜃0，𝑘，w𝑘−1， 𝜃𝑘，𝑉𝑑(𝜃𝑘)，𝜀(𝜃0)，𝜀(𝜃𝑘)。

2: 构建一元四次方程(3-70)，并根据引理3.2.2得到解𝜌𝑎,1，𝜌𝑎,2，𝜌𝑎,3，𝜌𝑎,4。

3: 解问题(3-77)得到最终的𝜌𝑎,⋆。

4: 应用C2-WORD算法将 𝜃𝑘的电平调节为𝜌𝑎,⋆，参考算法10。

5: 输出：式(3-68)的权向量w𝑘。

3.2.7 𝑉𝑑(𝜃𝑘)与𝜀(𝜃𝑘)的限制关系

上节中，我们利用稳健 C2-WORD算法实现了 𝜃𝑘方向的稳健方向图电平控制。

需要指出的是，在最低可达到的上界电平 𝑉𝑑(𝜃𝑘)与导向矢量范数界 𝜀(𝜃𝑘)存在隐含

的限制关系。下面对该限制关系进行具体分析。

首先注意到𝑉𝑎(𝜃𝑘)≥ 0。由于𝑉𝑎(𝜃𝑘)近似正比于𝑉𝑢(𝜃𝑘)，则可以令𝑉𝑎(𝜃𝑘) = 0来

得到最小可达的𝑉𝑑(𝜃𝑘) （将其值记为𝑉 𝑑(𝜃𝑘)）。回忆式(3-66)和式(3-67b)，另外注

意到当𝑉𝑎(𝜃𝑘) = 0时， 𝛽⋆ = 0，w𝑘 =w⊥，由此可知𝑉 𝑑(𝜃𝑘)满足

𝑉 𝑑(𝜃𝑘) = 𝛾(𝜃𝑘)‖w𝑘‖2/|wH
𝑘 a(𝜃0)|

= (𝑉 𝑑(𝜃𝑘)𝜀(𝜃0)+ 𝜀(𝜃𝑘)) · ‖w𝑘‖2/|wH
𝑘 a(𝜃0)|

= (𝑉 𝑑(𝜃𝑘)𝜀(𝜃0)+ 𝜀(𝜃𝑘)) · ‖w⊥‖2/|wH
⊥a(𝜃0)| (3-79)

由式(3-79)可知，𝑉𝑑(𝜃𝑘)的取值应该满足

𝑉𝑑(𝜃𝑘)≥ 𝑉 𝑑(𝜃𝑘) =
𝜀(𝜃𝑘)‖w⊥‖2

|wH
⊥a(𝜃0)|− 𝜀(𝜃0)‖w⊥‖2

(3-80)

上式明确了给定 𝜀(𝜃0)和a(𝜃0)条件下𝑉𝑑(𝜃𝑘)和𝜀(𝜃𝑘)的限制关系。显然，𝜀(𝜃𝑘)值越

小， 𝑉𝑑(𝜃𝑘)的取值可以越低。
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此外，由式(3-80)可知，最低可达到的𝑉𝑑(𝜃𝑘)与之前权向量 w𝑘−1有关。利用

柯西-施瓦茨不等式 ‖w⊥‖2‖a(𝜃0)‖2 ≥ |wH
⊥a(𝜃0)|，可以进一步得到

𝑉𝑑(𝜃𝑘)≥ 𝑉 𝑑(𝜃𝑘)≥
𝜀(𝜃𝑘)

‖a(𝜃0)‖2− 𝜀(𝜃0)
, 𝜒(𝜃𝑘) (3-81)

上式中的𝜒(𝜃𝑘)为 𝑉 𝑑(𝜃𝑘)的一个更低的下界，且 𝜒(𝜃𝑘)与之前的权向量无关。注

意到式(3-81)的𝜒(𝜃𝑘) 近似测量了𝑉𝑑(𝜃𝑘)的最低可达到电平，对于任意给定的权向

量w𝑘−1，可能无法实现期望值低于𝜒(𝜃𝑘)的控制要求。

除此之外，根据式(3-80)可知，如果𝑉𝑑(𝜃𝑘)满足

𝑉𝑑(𝜃𝑘)≥
𝜀(𝜃𝑘)‖w⊥‖2

|wH
⊥a(𝜃0)|− 𝜀(𝜃0)‖w⊥‖2

(3-82)

则一定存在满足式(3-70) 的𝜌𝑎落在 [0,𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘))内（如式(3-76)所描述），证明过程

详见附录B.10。如果𝑉𝑑(𝜃𝑘)取值太低（比如低于式 (3-81)中的𝜒(𝜃𝑘)），不能保证

[0,𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘))范围内存在可行的𝜌𝑎。

3.2.8 实际考虑

上节中介绍了稳健C2-WORD算法。如前所述，稳健C2-WORD算法需要已知

扰动向量Δ(𝜃)的范数上界𝜀(𝜃)。为了增强稳健C2-WORD算法的实用性，下面在合

理假设的情况下，研究如何确定Δ(𝜃)以及相应的 𝜀(𝜃)。

假设阵列含有阵元幅相误差、位置误差、互耦误差或者各误差的混合，则

式(3-51)中的实际导向矢量 b(𝜃)可以建模为

b(𝜃) =C(𝜃)a(𝜃) = a(𝜃)+ [C(𝜃)− I]a(𝜃)⏟  ⏞  
Δ(𝜃)

(3-83)

其中C(𝜃)为某误差矩阵，其元素值可能依赖于角度 𝜃。定义

E(𝜃),C(𝜃)− I (3-84)

根据式(3-83)，可以得到 Δ(𝜃) = E(𝜃)a(𝜃)，进一步有

‖Δ(𝜃)‖2 = ‖E(𝜃)a(𝜃)‖2 ≤ ‖E(𝜃)‖2‖a(𝜃)‖2 (3-85)

其中‖E(𝜃)‖2代表矩阵 E(𝜃)的谱范数，满足

‖E(𝜃)‖2 =
√︀
𝜆max(EH(𝜃)E(𝜃)) (3-86)

显然，如果矩阵E(𝜃)已知或可以估计得到，则式(3-53)中的𝜀(𝜃)可以表示为

𝜀(𝜃) = ‖E(𝜃)‖2‖a(𝜃)‖2 (3-87)
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然而，由于E(𝜃) （或C(𝜃)）通常为随机矩阵，其元素值服从某种统计分布模型，

无法准确得到。此时，可以将𝜀(𝜃)取为

𝜀(𝜃) = ‖a(𝜃)‖2 ·max ‖E(𝜃)‖2 (3-88)

下面讨论几种特定情况，并利用式(3-88)来解析表示𝜀(𝜃)。简单起见，仅考虑

线性阵列，应用更复杂阵列模型时可以类似地扩展。

3.2.8.1 通道幅相误差

首先，我们考虑通道幅相误差[113, 127, 144]。以第一个阵元为参考，可以得到

C(𝜃) = Diag([1,𝑔2𝑒
𝑗𝜙2 , · · · ,𝑔𝑁𝑒𝑗𝜙𝑁 ]) (3-89)

其中𝑔𝑛和𝜙𝑛分别表示第 𝑛个阵元的幅度误差和相位误差，𝑛 = 2, · · · ,𝑁。相应地，
E(𝜃)可以表示为

E(𝜃) = Diag([0,𝑔2𝑒
𝑗𝜙2 −1, · · · ,𝑔𝑁𝑒𝑗𝜙𝑁 −1]) (3-90)

利用式(3-86)不难得到

max ‖E(𝜃)‖2 = max
𝑛=2,··· ,𝑁

|𝑔𝑛𝑒𝑗𝜙𝑛 −1|. (3-91)

假设𝑔𝑛和𝜙𝑛在某区间内随机分布，即

𝑔𝑛 ∈ [𝑔𝑛,𝑙,𝑔𝑛,𝑢], 𝜙𝑛 ∈ [𝜙𝑛,𝑙,𝜙𝑛,𝑢], 𝑛= 2, · · · ,𝑁 (3-92)

其中𝑔𝑙，𝑔𝑢，𝜙𝑙，𝜙𝑢表示相应的边界，其值已知。则由式(3-91)可以得到

max ‖E(𝜃)‖2 = max
𝑛∈{2,··· ,𝑁},𝜏∈{𝑙,𝑢},𝜍∈{𝑙,𝑢}

|𝑔𝑛,𝜏𝑒𝑗𝜙𝑛,𝜍 −1|, 𝛿1 (3-93)

根据式(3-88)，此时可以取𝜀(𝜃)为

𝜀(𝜃) = ‖a(𝜃)‖2 · 𝛿1 (3-94)

3.2.8.2 阵元位置误差

下面考虑存在阵元位置误差[145]时，如何确定Δ(𝜃)以及相应的𝜀(𝜃)。同样以第

一个阵元作参考，此时矩阵C(𝜃)可以表示为

C(𝜃) = Diag([1, 𝑒𝑗2𝜋𝛼2sin(𝜃)/𝜆, · · · , 𝑒𝑗2𝜋𝛼𝑁 sin(𝜃)/𝜆]) (3-95)

其中𝜆代表波长， 𝛼𝑛代表第𝑛个阵元偏离其理想位置 𝑑𝑛的位置偏差，𝑛= 2, · · · ,𝑁。
根据式(3-84)，可以将E(𝜃)表示为

E(𝜃) = Diag([0, 𝑒𝑗2𝜋𝛼2sin(𝜃)/𝜆−1, · · · , 𝑒𝑗2𝜋𝛼𝑁 sin(𝜃)/𝜆−1]) (3-96)
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假设𝛼𝑛在某范围内随机分布，即

𝛼𝑛 ∈ [𝛼𝑛,𝑙,𝛼𝑛,𝑢], 𝑛= 2, · · · ,𝑁 (3-97)

其中𝛼𝑛,𝑙和𝛼𝑛,𝑢为已知边界。则可进一步得到如下关于E(𝜃)的结果

max ‖E(𝜃)‖2 = max
𝑛∈{2,··· ,𝑁},𝜏∈{𝑙,𝑢}

|𝑒𝑗2𝜋𝛼𝑛,𝜏 sin(𝜃)/𝜆−1|, 𝛿2(𝜃) (3-98)

与前一小节中的𝛿1不同，由上式可以看出 𝛿2(𝜃)依赖于角度𝜃。最终，根据式(3-88)，

可以将 𝜀(𝜃)设置为

𝜀(𝜃) = ‖a(𝜃)‖2 · 𝛿2(𝜃) (3-99)

3.2.8.3 互耦误差

下面考虑互耦误差，并分析相应的扰动向量及其范数上界𝜀(𝜃)。参照文献[146]，

我们仅考虑相邻阵元的互耦效应，并将互耦矩阵C(𝜃)表示为

C(𝜃) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 𝜉 · 𝑧1,2 0 · · · 0

𝜉 · 𝑧2,1 1 𝜉 · 𝑧2,3
. . . ...

0 𝜉 · 𝑧3,2 1
. . . 0

... . . . . . . 1 𝜉 · 𝑧𝑁−1,𝑁

0 · · · 0 𝜉 · 𝑧𝑁,𝑁−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3-100)

注意到C(𝜃)为复对称矩阵。C(𝜃)中的𝜉表征通道间的互耦强度， 𝑧𝑖,𝑗为复随机变量

满足|𝑧𝑖,𝑗 |= 1。由式(3-84)可以得到

E(𝜃) = 𝜉 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝑧1,2 0 · · · 0

𝑧2,1 0 𝑧2,3
. . . ...

0 𝑧3,2 0
. . . 0

... . . . . . . 0 𝑧𝑁−1,𝑁

0 · · · 0 𝑧𝑁,𝑁−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3-101)

利用盖氏圆定理[147]，即

|𝜆max(D)| ≤ max
𝑝=1,··· ,𝑃

𝐿∑︁
𝑙=1

|D(𝑝, 𝑙)| (3-102)

其中D为𝑃 ×𝐿维矩阵，不难得到

max ‖E(𝜃)‖2 =
√︀
𝜆max(EH(𝜃)E(𝜃))≤ 2𝜉 , 𝛿3 (3-103)

由式(3-88)，可取𝜀(𝜃)满足

𝜀(𝜃) = ‖a(𝜃)‖2 · 𝛿3 = 2𝜉‖a(𝜃)‖2 (3-104)
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可以看出，只需要已知 𝜉即可确定𝜀(𝜃)， 𝑧𝑖,𝑗的值不必要已知。

3.2.9 稳健的旁瓣方向图综合

本节利用稳健C2-WORD算法实现存在阵列误差时的旁瓣方向图综合。总体

思想与应用WORD算法实现方向图综合类似。然而，与WORD方法不同，稳健

旁瓣合成中逐点调节旁瓣最差上界幅度响应(即𝑉𝑢(𝜃))，而不是理想的方向图响

应𝑉𝑎(𝜃)。下文中在符号𝑉𝑎(𝜃)和𝑉𝑢(𝜃)中添加下标𝑘，使用符号𝑉𝑎,𝑘(𝜃)和𝑉𝑢,𝑘(𝜃)分别

表示 w𝑘对应的理想幅度方向图和幅度方向图上界。

具体地，给定𝜀(𝜃)和初始权向量w0，首先计算理想方向图𝑉𝑎,0(𝜃)和最差上限

方向图𝑉𝑢,0(𝜃)。然后依照WORD算法的角度选择方式，选择旁瓣角度 𝜃1，其中𝜃1表

示𝑉𝑢,0(𝜃)的某旁瓣峰角度，且 𝜃1处𝑉𝑢,0(𝜃)与理想方向图𝑉𝑑(𝜃)的偏离值最大。接下

来，使用稳健C2-WORD算法实现电平调节𝑉𝑢,1(𝜃1) = 𝑉𝑑(𝜃1)，同时将权向量更新

为w1。利用w1计算𝑉𝑢,1(𝜃)并以同样方式选取旁瓣角度𝜃2。在此基础上，应用稳

健C2-WORD算法实现 𝑉𝑢,2(𝜃2) = 𝑉𝑑(𝜃2)，得到更新后的权向量 w2。上述步骤迭代

进行直到上限方向图 𝑉𝑢,𝑘(𝜃)满足期望要求。上述稳健旁瓣方向图综合算法总结见

算法12。

算法 12稳健旁瓣方向图综合算法
1: 输入：𝜃0，𝜀(𝜃)，𝑉𝑑(𝜃)， w0，𝑉𝑢,0(𝜃)，取𝑘 = 0。

2: while 𝑉𝑢,𝑘(𝜃)不满足要求 do

3: 更新𝑘 = 𝑘+1。

4: 通过比较𝑉𝑢,𝑘−1(𝜃)和𝑉𝑑(𝜃)来选择待控制角度 𝜃𝑘。

5: 应用稳健C2-WORD算法（见算法11）实现𝑉𝑢,𝑘(𝜃𝑘) = 𝑉𝑑(𝜃𝑘)。

6: 得到式(3-68)中的权向量w𝑘以及相应的𝑉𝑢,𝑘(𝜃)。

7: end while

8: 输出：w𝑘。

3.2.10 仿真实验

本小节对稳健C2-WORD进行仿真验证。除非特别指定，实验中取a(𝜃0)为初

始权向量。
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3.2.10.1 稳健旁瓣方向图控制

下面测试稳健C2-WORD算法在给定旁瓣角度上的电平控制性能。第一个例

子中，考虑12阵元非等距分布线性阵列，参考表3-3阵元位置参数。波束中心角度

取𝜃0 = −30∘，导向矢量扰动的范数上界取 𝜀(𝜃) = 0.16。另外，取旁瓣角度𝜃1 =

40∘，设该角度的实际电平低于期望电平𝑉𝑑(𝜃1) = −25dB。图3-12(a)展示了初始

权向量 w0 = a(𝜃0)的理想方向图𝑉𝑎(𝜃)，最差上限方向图𝑉𝑢(𝜃)以及最差下限方向

图𝑉𝑙(𝜃)。

表 3-3非等距线阵的阵元位置坐标

𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑛 𝑥𝑛(𝜆)

1 0.00 4 1.55 7 3.05 10 4.55

2 0.45 5 2.10 8 3.65 11 5.05

3 1.00 6 2.60 9 4.10 12 5.50

应用稳健C2-WORD算法，可以计算得到 𝜌𝑎,⋆ = −42.7746dB，𝛽1,⋆ = 0.077。

图3-12(b)展示了权向量w1的各方向图。可以看出𝜃1处的上限电平（即𝑉𝑢(𝜃1)）已

经被精确调节为期望电平𝑉𝑑(𝜃1) = −25dB。由于𝑉𝑢(𝜃)为旁瓣电平的最差上限，所

以只要‖Δ(𝜃)‖2 ≤ 𝜀(𝜃)， 𝜃1处的实际电平总低于𝑉𝑢(𝜃1) = −25dB。除此之外，与

图3-12(a)中各方向图相比，图3-12(b)的方向图在非控制角度（即当𝜃 ̸= 𝜃1时）几乎

不变。

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

-50

-40

-30

-20

-10

0

(a)

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

-50

-40
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(b)

图 3-12非等距线阵方向图控制结果。(a)控制之前;(b)控制之后

为了说明稳健C2-WORD算法对任意给定初始权向量均有效，下面考虑12阵元

等距线阵，波束中心角度为𝜃0 = 20∘，取𝜀(𝜃) = 0.1，初始权向量为−20dB切比雪夫
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权向量。旁瓣控制角度取为𝜃1 =−23∘，期望电平为 𝑉𝑑(𝜃1) =−25dB。图3-13(a)展

示了初始权向量的各方向图，包括 𝑉𝑎(𝜃)，𝑉𝑢(𝜃)和𝑉𝑙(𝜃)。应用稳健C2-WORD算

法，得到 𝜌𝑎,⋆ = −31.9987dB，𝛽1,⋆ = 0.2506。最终得到的各方向图见图3-13(b)，

从中可以看出𝑉𝑢(𝜃1)刚好等于期望电平𝑉𝑑(𝜃1) =−25dB。
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(b)

图 3-13等距线阵方向图控制结果。(a)控制之前;(b)控制之后

3.2.10.2 基于稳健C2-WORD算法的旁瓣方向图综合

下面测试稳健C2-WORD算法在旁瓣方向图综合方面的性能。

(1). 等距线阵等旁瓣方向图综合

考虑16阵元等距线阵，波束中心指向为𝜃0 = −30∘，取𝜀(𝜃) = 0.1。期望方向

图具有−25dB等电平旁瓣。图3-14展示了使用稳健C2-WORD进行旁瓣方向图综

合的中间结果。第一步中，通过比较𝑉𝑢,0(𝜃)和𝑉𝑑(𝜃)来选取待控制角度𝜃1。此时得

到𝜃1 =−18.7∘。应用稳健C2-WORD算法，可以计算出 𝜌𝑎,⋆ =−30.6544dB，𝛽1,⋆ =

0.1276。第一步得到的方向图见图3-14(a)，可以看出𝑉𝑢,1(𝜃1)已经被准确地调节为

期望值（即−25dB）。基于w1和𝑉𝑢,1(𝜃)，进行第二步控制，计算得到 𝜃2 =−43.1∘，

𝜌𝑎,⋆ =−30.8132dB， 𝛽1,⋆ = 0.1245。方向图结果见图3-14(b)，可以验证 𝑉𝑢,2(𝜃2) =

−25dB。通过迭代应用稳健C2-WORD算法，上限方向图𝑉𝑢(𝜃) 的包络逐渐接近

于𝑉𝑑(𝜃)，此时停止迭代过程得到最终的权向量。

为了测试稳健旁瓣方向图综合的收敛性，定义𝐷𝑘

𝐷𝑘 , max
𝜃∈Ω𝑘

𝑠

(︀
𝑉𝑢,𝑘(𝜃)−𝑉𝑑(𝜃)

)︀
(3-105)

上述𝐷𝑘测量了第𝑘步时各峰值旁瓣处（记为集合Ω𝑘𝑠）偏离期望值的最大值。𝐷𝑘随

迭代步数𝑘的变化曲线见图3-15。可以看出𝐷𝑘随迭代的进行逐级降低。经过50次

的迭代，所得的𝐷𝑘近似等于0，迭代停止。表3-4为最终的权向量数据。
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图 3-14等旁瓣电平稳健方向图综合结果。(a)第1步结果;(b)第2步结果;(c)第9步结果

最终得到的方向图见图3-16，从中可以看出稳健C2-WORD算法的最差上限方

向图 𝑉𝑢(𝜃)对期望旁瓣电平对齐。对于文献[54]的凸优化方法，取其主瓣区域为

[−42∘,−18∘]，可以得到具有等电平旁瓣的 𝑉𝑢(𝜃)，如图3-16所示。凸优化方法得

到的𝑉𝑢(𝜃)的旁瓣区域最大值为−24dB，高于稳健C2-WORD算法。事实上，凸优

化方法在主瓣宽度和旁瓣深度方面需要进行折衷考虑。而且，对于给定的旁瓣电

平，凸优化方法需要利用经验信息来确定主瓣宽度。除此之外，稳健C2-WORD算

法的运行时间为 0.03秒，比凸优化方法的0.61秒要短。

(2). 考虑幅相误差时的等电平旁瓣综合

下面考虑各向异性16阵元扇形阵列，参考文献[148]的图8，其中相邻阵元间

距为半波长，取𝜃𝑐 = 60∘。波束中心为𝜃0 = 0∘，旁瓣电平期望低于−20dB。考虑

阵元幅相误差，相位误差𝜙𝑛 和幅度误差𝑔𝑛分布均匀分布于区间[−0.035,0.035]和

[0.98,1.02]，𝑛= 2, · · · ,𝑁。根据前文分析，可以计算出 𝛿1 = 0.039，由式(3-94)可以

计算出𝜀(𝜃)。
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图 3-15 𝐷𝑘随迭代次数变化曲线

表 3-4稳健C2-WORD算法得到的权向量（对等距线阵实现等旁瓣电平综合）

𝑛 𝑤𝑛 𝑛 𝑤𝑛 𝑛 𝑤𝑛

1 0.09𝑒−𝑗0.80 7 0.34𝑒+𝑗2.35 13 0.21𝑒−𝑗0.78

2 0.11𝑒−𝑗2.37 8 0.36𝑒+𝑗0.78 14 0.16𝑒−𝑗2.35

3 0.16𝑒+𝑗2.35 9 0.36𝑒−𝑗0.78 15 0.11𝑒+𝑗2.37

4 0.21𝑒+𝑗0.78 10 0.34𝑒−𝑗2.35 16 0.09𝑒+𝑗0.80

5 0.26𝑒−𝑗0.79 11 0.31𝑒+𝑗2.36

6 0.31𝑒−𝑗2.36 12 0.26𝑒+𝑗0.79

图3-17(a)展示了稳健C2-WORD算法经过20次迭代后得到的方向图𝑉𝑢(𝜃)。由

图3-17(a)可以看出𝑉𝑢(𝜃)的包络与𝑉𝑑(𝜃)对齐。为了对比不同算法性能，图3-17(a)也

展示了实际的方向图𝑉𝑏(𝜃)。可以看出稳健C2-WORD算法和凸优化方法的实际方

向图满足期望要求，而WORD算法的方向图不满足要求。另外，稳健C2-WORD算

法的运行时间为 0.06秒，凸优化方法的运行时间为3.69秒。

(3). 存在阵元位置误差的等电平旁瓣综合

下面测试存在阵元位置误差时的等电平旁瓣综合。考虑12阵元各向同性非等

距间隔线性阵列，表3-3列出了理想的阵元位置参数。波束中心取为𝜃0 =−20∘，期

望的旁瓣电平上限为 −20dB。假设各阵元位置误差在区间 [−0.5%𝜆,0.5%𝜆]内均匀

分布。上述参数下，可以根据式(3-99)计算相应的 𝜀(𝜃)。

图3-17(b)展示了应用50步稳健C2-WORD算法后得到的方向图。由图3-17(b)可

以看出上限方向图𝑉𝑢(𝜃)满足预先设定要求。为了展示算法的优越性，图3-17(b)也
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图 3-16等旁瓣电平稳健方向图综合结果对比

对比了各算法的实际方向图𝑉𝑏(𝜃)。可以看出凸优化方法和WORD算法的实际方

向图不满足期望要求。对于稳健C2-WORD算法，得到的实际方向图𝑉𝑏(𝜃)电平约

为−25dB，低于期望电平。除此之外，稳健C2-WORD算法的运行时间为0.08秒，

比凸优化方法的3.36秒要短。

(4). 存在互耦误差的非等电平旁瓣综合

下面考虑20阵元等距线阵，波束中心为𝜃0 = −30∘。按照互耦误差模型，考

虑相邻阵元间的互耦误差，并取𝜉 = −35dB。根据式(3-104)，可以计算出范数上

界𝜀(𝜃)。与之前仿真不同，该实验中假设𝑉𝑑(𝜃)具有非等电平旁瓣。具体地，旁瓣

区间[40∘,60∘]的期望电平为 −27dB，其余旁瓣区间的期望电平为−22dB。

图3-17(c)展示了经过80次迭代后稳健 C2-WORD得到的上界方向图𝑉𝑢(𝜃)。尽

管期望旁瓣不是等电平，由图3-17(c)可以看出 𝑉𝑢(𝜃)仍然满足设定的要求。图3-

17(c)同时展示了稳健C2-WORD算法，凸优化方法，WORD方法得到的实际方向

图𝑉𝑏(𝜃)。可以看出稳健C2-WORD的实际方向图具有非等电平的旁瓣包络且满足

期望的要求。凸优化方法的实际方向图具有等电平旁瓣，其在凹口区域不满足设

定要求。对于WORD算法，𝑉𝑏(𝜃)的最大旁瓣约为−13dB，高于期望电平。除此之

外，凸优化方法的运行时间为3.41秒，长于稳健C2-WORD算法的0.08秒。

3.3 本章小结

本章首先介绍了一种基于权向量正交分解算法（简称为WORD算法）的精确

方向图控制，并讨论了其在方向图综合中的应用。WORD算法具有解析解，可对

任意阵列进行方向图调整，且不会产生方向图畸变现象。另外介绍了一种复系
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(c)
图 3-17稳健旁瓣方向图综合结果对比。(a)考虑阵元幅相误差;(b)考虑阵元位置误

差;(c)考虑互耦误差

数权向量正交分解算法（C2-WORD算法）。 C2-WORD算法是WORD算法的改进，

可以实现对任意阵列单点方向图电平的精确控制。基于C2-WORD算法，进一步提

出稳健C2-WORD算法，可以在阵列存在误差时进行稳健旁瓣控制。假设导向矢量

误差满足特定范数约束，稳健 C2-WORD算法可以将给定旁瓣的最差上界调节为

期望电平。另外，稳健C2-WORD算法具有解析解，且运行时间短于传统的凸优化

算法，为实际阵列系统的稳健方向图控制提供了技术支撑。本章同时讨论了如何

确定导向矢量误差的范数上限，增强了算法的实用性。仿真实验证实了所提算法

的有效性。
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第四章 基于斜投影理论的灵活方向图控制算法

已有的方向图控制算法无法对多个角度方向图电平进行独立控制。本章对自

适应波束形成最优权进行重新表示，提出FARCOP算法。 FARCOP算法可以实现

对多个角度方向图电平的独立控制。另外分别考虑了基于斜投影的多点方向图控

制算法和基于斜投影的波束中心无偏移的多点控制算法。此外，对所提算法的性

质进行了分析。

4.1 斜投影定义

假设列满秩矩阵Z ∈ C𝑚×(𝑝+𝑙)可以按列划分为 Z=
[︁
G S

]︁
，其中G ∈ C𝑚×𝑝，

S ∈ C𝑚×𝑙。可知，列空间为ℛ(Z)的正交投影矩阵为

PZ = Z(ZHZ)−1ZH (4-1)

相应地，列空间为ℛ⊥(Z)的正交投影算子为 P⊥
Z = I−PZ。

非正交的投影操作被称作斜投影，对应的投影矩阵叫做斜投影矩阵。具体来

讲，我们可以将式(4-1)中的PZ分解为

PZ =P[G S] = EG|S+ES|G (4-2)

其中EG|S和ES|G为斜投影矩阵，满足

EG|S=[G 0](ZHZ)−1ZH=G(GHP⊥
SG)−1GHP⊥

S (4-3a)

ES|G=[0 S](ZHZ)−1ZH=S(SHP⊥
GS)−1SHP⊥

G (4-3b)

不难验证，上述斜投影矩阵满足

EG|SG=G, EG|SS= 0 (4-4a)

ES|GS= S, ES|GG= 0 (4-4b)

如图4-1所示，投影矩阵EG|S沿着空间ℛ(S)将向量投影至空间ℛ(G)。类似地，投

影矩阵ES|G 沿着空间ℛ(G)将向量投影至空间ℛ(S)。可以验证，投影矩阵是幂等

矩阵，但不是复共轭对称矩阵。
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[ , ]G S

|SG

|GS

图 4-1斜投影示意图

4.2 FARCOP算法

4.2.1 自适应阵列理论

自适应波束形成中，输出信干噪比最大化的最优权向量可以表示为

wopt = 𝛼R−1
𝑛+𝑖a(𝜃0) (4-5)

考虑空域白噪声，以及𝑄个相互独立的干扰，则归一化噪声加干扰协方差矩阵可

以表示为

Ξ𝑛+𝑖 ,
R𝑛+𝑖

𝜎2𝑛
= I+

𝑄∑︁
𝑞=1

𝛽𝑞a(𝜃𝑞)aH(𝜃𝑞) (4-6)

其中𝜎2𝑛为噪声功率， 𝛽𝑞 , 𝜎2𝑞/𝜎
2
𝑛，𝜎2𝑞和𝜃𝑞 分布表示第𝑞个干扰的干噪比，功率和

方向。则最优权向量可以等价地表示为

w⋆ =Ξ−1
𝑛+𝑖a(𝜃0) (4-7)

上述权向量与式(4-5)中的wopt得到相同的输出信干噪比。

可以看出，最优权 w⋆依赖于矩阵Ξ𝑛+𝑖（或R𝑛+𝑖）。然而，在设计非数据依赖

的阵列方向图响应时，该矩阵是无法得到的。此时需要设计权向量w使得如下方

向图满足特定要求

𝐿(𝜃,𝜃0),
|wHa(𝜃)|2

|wHa(𝜃0)|2
(4-8)

为了得到相应的数据矩阵，文献[136]提出虚拟归一化噪声加干扰协方差矩阵的概

念。分析表明，可以通过施加虚拟干扰来调节某些方向的方向图电平。然而，当

对多个方向的电平进行控制时，很难计算相应虚拟干扰的功率。这主要因为多点
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方向的阵列方向图响应与干噪比不是一一对应的，而是交互影响。为了避免上述

缺陷，下面对最优权向量重新表示，并提出一种灵活的方向图控制算法。

4.2.2 最优权的等价表示

下面将最优权进行等价表示。首先，可以将式(4-6)中的归一化协方差矩阵表

示为

Ξ𝑛+𝑖 = I+A(𝜃1, · · · , 𝜃𝑄)ΣAH(𝜃1, · · · , 𝜃𝑄) (4-9)

其中A(𝜃𝑖, · · · , 𝜃𝑗)和Σ分别定义为

A(𝜃𝑖, · · · , 𝜃𝑗), [a(𝜃𝑖), · · · ,a(𝜃𝑗)] (4-10a)

Σ=Diag([𝛽1,𝛽2, · · · ,𝛽𝑄]) (4-10b)

将式(4-9)代入式(4-7)中，并对Ξ𝑛+𝑖应用矩阵求逆引理
[149]可以得到

w⋆ =
(︀
I+A(𝜃1, · · · , 𝜃𝑄)ΣAH(𝜃1, · · · , 𝜃𝑄)

)︀−1
a(𝜃0)

=
[︁
a(𝜃0) A(𝜃1, · · · , 𝜃𝑄)

]︁
⏟  ⏞  

,Ă

[︁
1 uT

]︁T
(4-11)

其中Ă,A(𝜃0, 𝜃1, · · · , 𝜃𝑄) ∈ C𝑁×(𝑄+1)，u ∈ C𝑄由下式表示

u=−
(︀
I+ΣAH(𝜃1, · · · , 𝜃𝑄)A(𝜃1, · · · , 𝜃𝑄)

)︀−1
ΣAH(𝜃1, · · · , 𝜃𝑄)a(𝜃0) (4-12)

由式(4-11)可以发现，最优权向量 a(𝜃0),a(𝜃1), · · · ,a(𝜃𝑄)的线性组合，其组合系数
由u确定。很明显，并不能通过简单地调节干噪比𝛽𝑞来调节𝜃𝑞处的电平，而使得其

余𝑄−1个方向的电平不变。这是因为𝜃𝑞与所有方向的干噪比𝛽1, · · · ,𝛽𝑄相关，而不
仅仅依赖于𝛽𝑞。因此，很难通过直接调节干噪比来精确调节多个方向图的电平。

尽管如此，我们可以对多个方向的电平进行独立控制。为了说明原理，首先

定义

𝑣(𝑖, 𝑗), aH(𝜃𝑖)a(𝜃𝑗) (4-13)

可以得到下面定理，从而将式(4-11)中的w⋆进行重新表示。

定理 4.2.1 假设a(𝜃0),a(𝜃1), · · · ,a(𝜃𝑄)线性独立，同时对于任意𝑞 ∈{1, · · · ,𝑄}，
满足 𝑣(𝑞,0) ̸= 0。则对于给定的𝛽1, · · · ,𝛽𝑄，存在𝜂1, · · · ,𝜂𝑄使得式(4-11)中的权向

量w⋆满足

wOP =

⎛⎝(︁I−EH
Ă0−|0

)︁
+

𝑄∑︁
𝑞=1

𝜂𝑞EH
𝑞|Ă𝑞−

⎞⎠a(𝜃0) = 𝑐w⋆ (4-14)
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其中𝑐为常数，EĂ0−|0和 E𝑞|Ă𝑞−
为投影矩阵，满足

EĂ0−|0 , EĂ0−|a(𝜃0) (4-15a)

E𝑞|Ă𝑞−
, Ea(𝜃𝑞)|Ă𝑞−

, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-15b)

其中Ă𝑖−为从矩阵Ă中剔除列向量a(𝜃𝑖)后得到的矩阵，即

Ă𝑖− ,A(𝜃0, 𝜃1, · · · , 𝜃𝑖−1, 𝜃𝑖+1, · · · , 𝜃𝑄) ∈ C𝑁×𝑄, 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄 (4-16)

证明 见附录C.1。 ■

由定理4.2.1可以发现，给定角度的方向图电平可以借助式 (4-14)同时设计新

的参数𝜂𝑞（而不是干噪比𝛽𝑞）来实现， 𝑞 = 1, · · · ,𝑄。
为了更好地解释定理4.2.1，下面考虑𝑁 = 10阵元等距线阵，波束中心固定为

𝜃0 = 20∘。考虑𝑄 = 3个干扰，方向分别为𝜃1 = −35∘， 𝜃2 = −20∘，𝜃3 = −10∘。第

一种配置下，干噪比分别取为𝛽1 = 0.7559 (−1.2155dB)， 𝛽2 = 1.2226 (0.8730dB)，

𝛽3 = 1.5186 (1.8145dB)。对应最优权向量w⋆的方向图见图 4-2(a)，从中可以看

出𝜃1，𝜃2和 𝜃3方向的电平均被调节为−40dB。对应地，如果取𝜂1 = 0.1022，𝜂2 =

0.0908，𝜂3 = 0.0747，则得到的权向量wOP与最优权w⋆的方向图完全重合，参考

图4-2(a)。事实上，可以验证 wOP = 𝑐w⋆，其中𝑐= 1.0412。

为了进一步解释定理4.2.1，下面考虑第二种参数配置。此时将干噪比分别改

为 𝛽1 = 0.1689 (−7.7238dB)，𝛽2 = 1.2507 (0.9717dB)和 𝛽3 = 1.5199 (1.8182dB)，

其它参数均不变。此时，如图4-2(b)所示，最优权w⋆在三个方向𝜃1，𝜃2和𝜃3 的电

平分别为−30dB，−40dB和−40dB。注意到相比于第一种参数配置，𝜃1方向的电

平由 −40dB变为−30dB，另外两个方向𝜃2和𝜃3的电平不变，而三个干扰的干噪

比均发生了变化。此时，可以得到 𝜂1 = 0.3231，𝜂2 = 0.0908和𝜂3 = 0.0747，且

有wOP = 𝑐w⋆，其中𝑐 = 1.0394。而且，相比于第一种参数配置只有𝜂1发生了变

化，而参数𝜂2和𝜂3均未改变。上述观察表明，𝜃1方向的电平似乎只受𝜂1影响而与

参数𝜂2和 𝜂3无关。而且，改变𝜂1不影响𝜃2和𝜃3方向的电平。事实上，上述结果并

非偶然。下面从理论上进行解释，并提出FARCOP算法。

4.2.2.1 FARCOP算法

上小节中借助斜投影操作得到了最优权的等价表示，并进行了仿真验证。下

面对权向量参数化表述进一步扩展，并提出FARCOP算法。
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图 4-2定理4.2.1验证结果。(a)第一种参数配置;(b)第二种参数配置

为了简化符号，首先定义

Ψ(𝜂),
(︁
I−EH

Ă0−|0

)︁
+

𝑄∑︁
𝑞=1

𝜂𝑞EH
𝑞|Ă𝑞−

(4-17)

其中𝜂定义为

𝜂 , [1,𝜂1,𝜂2, · · · ,𝜂𝑄]T ∈ C𝑄+1 (4-18)

由定理4.2.1得到

wOP =Ψ(𝜂)a(𝜃0) (4-19)

由上式可知可以通过对静态权a(𝜃0)进行线性变换得到 wOP或w⋆，并实现对角度

𝜃1, · · · , 𝜃𝑄的电平调节。下面考虑如下两个问题：一、上述线性变换是否可以扩展
为对任意给定权向量的线性变换？二、是否可以实现当调节某些方向电平时，保

持其它某些特定角度的电平不变？

式(4-19)为多点阵列响应控制提供了新的视角，该式表明可以通过对给定权向

量进行线性变换来实现特定角度的电平控制。基于式(4-19)，下面介绍FARCOP算

法，从而实现基于任意给定权向量wpre的方向图控制。

具体地，对于给定的wpre，下面考虑如何找到新的权向量wnew从而使得角

度𝜃1, 𝜃2, · · · , 𝜃𝑄 的电平依次被调节为𝜌1,𝜌2, · · · ,𝜌𝑄。为了便于下文讨论，这里假设
wH

prea(𝜃𝑖) ̸= 0，𝑖= 0,1, · · · ,𝑄。 FARCOP算法中，对wpre进行线性变换，利用下式

构造新的权向量 wnew

wnew =Ψ(𝜂)wpre (4-20)

其中变换矩阵Ψ(𝜂)的定义见(4-17)， 𝜂𝑞为待定参数，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。

108

万方数据



第四章基于斜投影理论的灵活方向图控制算法

为了展示式(4-20)的优势，利用斜投影性质得到

E𝑞|Ă𝑞−
a(𝜃0) = 0, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-21)

EĂ0−|0a(𝜃0) = 0 (4-22)

则式(4-20)中的权向量wnew满足

wH
newa(𝜃0) =wH

preΨ
H(𝜂)a(𝜃0)

=wH
pre

⎛⎝(︁I−EĂ0−|0

)︁
+

𝑄∑︁
𝑞=1

𝜂*𝑞E𝑞|Ă𝑞−

⎞⎠a(𝜃0)

=wH
prea(𝜃0) (4-23)

换言之，线性变换不改变𝜃0处的输出，这更利于归一化电平的调整。

更重要的是，对于给定的𝑖和𝑞，𝑖, 𝑞 = 1,2 · · · ,𝑄，可以验证

E𝑖|Ă𝑖−
a(𝜃𝑞) =

⎧⎨⎩ a(𝜃𝑞), 𝑖= 𝑞

0, 𝑖 ̸= 𝑞
(4-24)

以及 (︁
I−EĂ0−|0

)︁
a(𝜃𝑞) = 0, ∀𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-25)

因此，式(4-20)中的权向量wnew满足

wH
newa(𝜃𝑞) =wH

preΨ
H(𝜂)a(𝜃𝑞)

=wH
pre

(︃(︁
I−EĂ0−|0

)︁
+

𝑄∑︁
𝑖=1

𝜂*𝑖E𝑖|Ă𝑖−

)︃
a(𝜃𝑞)

= 𝜂*𝑞w
H
prea(𝜃𝑞), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-26)

由式(4-26)可知，wH
newa(𝜃𝑞)是 wH

prea(𝜃𝑞)的简单缩放，缩放因子为 𝜂*𝑞。

结合(4-23)和(4-26)，可以得到

𝐿new(𝜃𝑞, 𝜃0) =
|wH

newa(𝜃𝑞)|2

|wH
newa(𝜃0)|2

= |𝜂*𝑞 |2
|wH

prea(𝜃𝑞)|2

|wH
prea(𝜃0)|2

= |𝜂𝑞|2 ·𝐿pre(𝜃𝑞, 𝜃0), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-27)

其中𝐿pre(𝜃,𝜃0)表示wpre 的归一化方向图响应。显然，式(4-27)表明权向量wpre经

过线性变换 Ψ(𝜂)，𝜃𝑞方向的电平将被放大|𝜂𝑞|2倍，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。因此，如果希望
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调节𝜃𝑞的电平使其满足

𝐿new(𝜃𝑞, 𝜃0) = 𝜌𝑞, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-28)

则只需选择满足下式的参数𝜂𝑞

|𝜂𝑞|=
√︂

𝜌𝑞
𝐿pre(𝜃𝑞, 𝜃0)

, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-29)

显然，如果希望保持𝜃𝑝处电平不变，则应该取|𝜂𝑞| = 1。除此之外，为了使导向矢

量a(𝜃0),a(𝜃1), · · · ,a(𝜃𝑄)线性独立，应该取𝑄≤𝑁 −1，即最多可控制𝑁 −1个点。

为了展示上述结果，下面再次使用10阵元等距线阵进行说明。取𝜃0 = 20∘和

三个待控制点 𝜃1 = −35∘， 𝜃2 = −20∘，𝜃3 = −10∘。此时取wpre为−25dB切比雪

夫权。第一种场景下，设置各控制点期望电平均为−40dB。根据式(4-29)可以得

到 |𝜂1| = 0.1851， |𝜂2| = 0.1798， |𝜂3| = 0.1859。由于𝜂的相位可以任意设定，考

虑两组{𝜂1,𝜂2,𝜂3}的参数配置。第一种配置下，取𝜂1 = 0.1851，𝜂2 = 0.1798，𝜂3 =

0.1859，对应的方向图如图4-3(a)中蓝色实线所示。第二种配置取 𝜂1 = 0.1851𝑒𝑗𝜋，

𝜂2 = 0.1798𝑒𝑗𝜋/3，𝜂3 = 0.1859𝑒𝑗𝜋/4，对应的方向图如图4-3(a)中红色虚线所示。可

以看出，两组参数选择均可以将{𝜃1, 𝜃2, 𝜃3}方向的电平调节为期望电平，但两种配
置下非控制角度的方向图是不一样的。

第二种场景下，将𝜃1方向的期望电平（即𝜌1）设置为 −30dB，其它参数不变。

相比于第一种场景，此时可以计算得到|𝜂1|= 0.5854，而|𝜂2|和|𝜂3|均保持不变。沿
用第一种场景下𝜂2和𝜂3的取值，分别检验当取𝜂1 =0.5854和𝜂1 =0.5854𝑒𝑗𝜋/2时的方

向图。如图4-3(b)所示，两种参数设置下均可以实现预先的方向图控制任务，而两

个方向图是有区别的。

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

-50

-40

-30

-20

-10

0

-30 -20 -10

-41

-40

-39

-38

(a)

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

-50

-40

-30

-20

-10

0

-30 -20 -10

-40

-35

-30

-25

(b)

图 4-3不同相位得到的方向图对比。(a)第一种场景得到的结果;(b)第二种场景得到的结果

由上述讨论和仿真可知，通过调节式(4-29)中 |𝜂𝑞|的取值，可以独立地控制𝜃𝑞方
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向的电平。而且，𝜂𝑞的相位不改变 𝜃𝑞的电平值（即𝐿new(𝜃𝑞, 𝜃0)），但影响非控制点

的波束形状。鉴于此，下面讨论如何选取 𝜂𝑞的相位，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。

4.2.2.2 参数确定

下面考虑在给定权向量wpre，待控制角度 𝜃1, 𝜃2, · · · , 𝜃𝑄以及相应的期望电平
𝜌1,𝜌2, · · · ,𝜌𝑄的基础上，如何确定式wnew = Ψ(𝜂)wpre中的参数向量𝜂 （包括各元

素的幅度和相位）。首先定义向量r为

r, [𝑟0, 𝑟1, · · · , 𝑟𝑄]T (4-30)

其中𝑟0 = 1，𝑟𝑞 , |𝜂𝑞|，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。
由前文可知，𝜂𝑞的模值（即|𝜂𝑞|）可由式 (4-29)得到，下面考虑如何确定𝜂𝑞的

相位，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。事实上，如何优化𝜂的相位取决于具体应用。下面通过最大化

白噪声增益来优化𝜂的相位，其它形式的目标函数同理。

首先定义白噪声增益𝐺为

𝐺=
|wHa(𝜃0)|2

wHw
(4-31)

给定wpre，𝜃𝑞和𝜌𝑞， 𝑞 = 1, · · · ,𝑄，可以建立下面优化问题

maximize
wnew,𝜂

|wH
newa(𝜃0)|2

wH
newwnew

(4-32a)

subject to 𝐿new(𝜃𝑞, 𝜃0) = 𝜌𝑞, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-32b)

wnew =Ψ(𝜂)wpre (4-32c)

eT1 𝜂 = 1 (4-32d)

其中e1为(𝑄+1)× 1维向量，其首元素为一，其余元素为零。由式(4-23)可知，如

果wnew =Ψ(𝜂)wpre，则|wH
newa(𝜃0)|2为常数。而且，注意到wnew =Ψ(𝜂)wpre可以

重新整理为

wnew =B𝜂 (4-33)

其中B定义为

B,

[︂(︁
I−EH

Ă0−|0

)︁
wpre,EH

1|Ă1−
wpre, · · · ,EH

𝑄|Ă𝑄−
wpre

]︂
(4-34)
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由于约束(4-32b)可以被替换为|𝜂𝑞| = 𝑟𝑞，𝑞 = 1, · · · ,𝑄，因此问题(4-32)可以重新表

述为

minimize
𝜂

𝜂HBHB𝜂 (4-35a)

subject to 𝜂(1) = 1 (4-35b)

|𝜂(𝑞+1)|= 𝑟𝑞, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-35c)

解问题(4-35)之前，首先考虑下面问题

minimize
y

yHBHBy (4-36a)

subject to |y(𝑖+1)|= 𝑟𝑖, 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄 (4-36b)

注意到在问题(4-36)中，约束y(1) = 1被替换为|y(1)|=1。假设y⋆是问题(4-36)的最

优解，则问题(4-35)的最优解可以表示为

𝜂⋆ = y⋆/y⋆(1) (4-37)

相应地，问题(4-32)的最终权向量可以表示为

wnew,⋆ =B𝜂⋆ =By⋆/y⋆(1) (4-38)

由上述分析可知，权向量确定的关键是如何解问题(4-36)。由于包含恒模约

束(4-36b)，问题(4-36)非凸。为了解非凸问题(4-36)，下面采用梯度投影算法。梯

度投影具有运算量低的优点，且其收敛性可以保证。

梯度投影或者投影的梯度下降法是传统梯度下降方法的改进，该方法已在文

献[150]中解决恒模最小二乘问题。按照文献[150]，问题(4-36)的梯度投影算法的

步骤描述见算法13，其中𝜀为步长。注意到算法13包含与梯度下降类似的步骤，以

及向非凸可行集投影的额外操作。由于向恒模约束可行集的投影具有解析解，所

以梯度投影每步执行非常高效。

算法 13解问题(4-36)的梯度投影算法

1: 输入：𝑗 = 0，𝛿 ∈ (0,1)，y0 = r， 𝜀= 𝛿/𝜆max(BHB)。

2: while不收敛 do

3: 得到 𝜈 = y𝑗− 𝜀 ·BHBy𝑗。−−−−−−−−−−−−−−−−（梯度下降）
4: 更新 y𝑗+1 = r⊙𝑒𝑗∠𝜈。−−−−−−−−−−−−−−−−（向可行集投影）
5: 取 𝑗 = 𝑗+1。

6: end while

7: 输出：y⋆ = y𝑗。
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实际上，梯度投影每步迭代可以降低目标函数，而且，文献[150]得到关于算

法13的下面结论：

∙全局收敛性：解序列{y𝑗}收敛到集合𝒦，其中𝒦包含问题 (4-36)的所有Karush-

Kuhn-Tucker (KKT)解。

∙迭代复杂度：算法13至少以子线性速度收敛到KKT点。

因此，梯度投影算法以可观的复杂度收敛到一个有意义的解。最终，FARCOP算

法的总结见算法14。

算法 14 FARCOP算法
1: 输入：𝜃0，wpre，𝐿pre(𝜃,𝜃0)， 𝜃𝑞，𝜌𝑞，𝑞 = 1,2, · · · ,𝑄。
2: 得到式(4-34)中的矩阵B。

3: 由(4-29)计算𝑟𝑞，得到(4-30)中的r。

4: 利用梯度投影算法（参考算法13）解问题(4-36)，得到(4-37)中𝜂⋆。

5: 输出：式(4-38)中的权向量wnew,⋆。

如果wpre和a(𝜃𝑖)，𝑖 = 0,1, · · · ,𝑄，均为共轭中心对称向量，不难验证BHB为

实矩阵。则问题(4-35)的解应该为实向量。事实上，上述条件下如果取y0 = r则算

法13中𝜈收敛至实向量。而且，取y0 = r，𝛿 ∈ (0,1)，大量仿真显示算法13中的序

列中间结果y𝑗+1总等于r。这是因为如果𝛿 ∈ (0,1)，则 I−𝜀 ·BHB近似为对角矩阵，

且对角元素为正。进一步有，向量𝜈元素的符号与向量y𝑗各元素符号相同。因此，

对于共轭中心对称的 wpre和a(𝜃𝑖)，𝑖= 0,1, · · · ,𝑄，可以取𝜂⋆为

𝜂⋆ = r (4-39)

而且，共轭中心对称的假设下，不难验证 wnew,⋆ = B𝜂⋆也为共轭中心对称向量，

这方便了FARCOP算法的迭代。另外，对于中心对称阵列，其导向矢量具有共轭

中心对称结构。

前文讨论中，假设待控制角度精确已知。事实上，FARCOP算法可以扩展到

控制角度非精确已知的情况。这使得利用FARCOP算法进行干扰抑制成为可能，

其中干扰方向不是精确已知的。该场景下，将斜投影构造中的导向矢量a(𝜃𝑞)替换

为向量v𝑞，其中v𝑞表示矩阵R的第𝑞个主特征向量，𝑞 = 1, · · · ,𝑄，R由下式计算得

到

R=

∫︁
Ω
a(𝜃)aH(𝜃)𝑑𝜃 (4-40)

其中Ω为干扰的可能区间，R可以由求和操作近似得到。由于v𝑞提取了 R的主要

成分，将a(𝜃𝑞)替换为 v𝑞，取𝜂𝑞,⋆ = 0并应用FARCOP算法即可在区间Ω形成宽凹
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口，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。注意到上述场景下，𝑄可以根据R的特征分解结果灵活确定。

4.2.2.3 计算复杂度

下面对FARCOP算法的计算复杂度进行分析。对于中心对称阵列，FARCOP算

法主要计算量在于斜投影算子 EĂ0−|0和E𝑞|Ă𝑞−
的计算。对于每个斜投影算子，其

计算复杂度为𝑂(𝑁3)。因此该场景下FARCOP算法的计算复杂度为𝑂(𝑁3)。对于一

般阵列，FARCOP算法需要额外的梯度投影操作进行参数确定。梯度投影算法每

步的计算复杂度为𝑂(𝑁)，阶数低于斜投影算子的计算量阶数。综上可知，对于中

心对称阵列和一般阵列，所提FARCOP算法的计算复杂度均为𝑂(𝑁3)。

4.2.3 MA2RC与FARCOP比较

对于给定的wpre， MA2RC算法可以实现多点精确方向图控制。 MA2RC算法

中，权向量更新形式为

̃︀wnew = Z1

[︁
(−F†b+ f𝑛)T,1

]︁T
, ∀f𝑛 ∈𝒩 (F) (4-41)

其中F和b分别满足

F=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
P⊥

Z2
U1,2

P⊥
Z3
U1,2

...

P⊥
Z𝑄

U1,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , b=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
P⊥

Z2
w1

P⊥
Z3
w1

...

P⊥
Z𝑄

w1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4-42)

Z𝑞定义为

Z𝑞 ,
[︁
U𝑞,2 w𝑞

]︁
, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-43)

其中w𝑞由A2RC算法得到，表示为 w𝑞 =wpre+𝜇𝑞a(𝜃𝑞)，𝜇𝑞由𝜌𝑞 确定。式(4-42)中

矩阵U𝑞,2为U𝑞的子矩阵，满足

U𝑞 =
[︁
u1 u2⏟  ⏞  
U𝑞,1

u3 · · · u𝑁⏟  ⏞  
U𝑞,2

]︁
(4-44)

其中U𝑞为矩阵[a(𝜃0), a(𝜃𝑞)]的左奇异向量构成的矩阵，即[a(𝜃0), a(𝜃𝑞)] =U𝑞Σ𝑞VH
𝑞。

不难将MA2RC算法的权向量̃︀wnew展开为

̃︀wnew =
[︁
U1,2 w1

]︁[︁
(−F†b+ f𝑛)T,1

]︁T
=U1,2(−F†b+ f𝑛)+wpre+𝜇1a(𝜃1)

=wpre+
[︁
U1,2 a(𝜃1)

]︁[︁
(−F†b+ f𝑛)T,𝜇1

]︁T⏟  ⏞  
, ̃︀Δ

(4-45)
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其中 ̃︀Δ为添加在wpre上的向量。

对于FARCOP算法，由附录C.1中的(C-10)和(C-11)的推导可知

EH
𝑞|Ă𝑞−

wpre = 𝜉𝑞(I−PĂ𝑞−
)a(𝜃𝑞)aH(𝜃𝑞)wpre

= 𝜉𝑞aH(𝜃𝑞)wpreĂh𝑞, 𝑞 = 1, · · ·,𝑄 (4-46)

(I−EH
Ă0−|0

)wpre = (I−PH
Ă
+EH

0|Ă0
)wpre

=P⊥
Ă
wpre+ 𝜉0aH(𝜃0)wpreĂh0 (4-47)

其中𝜉𝑖和h𝑖，𝑖= 0,1, · · · ,𝑄，定义见附录C.1的(C-2)，(C-9)，(C-13)，(C-14)。则不

难将(4-20)中的wnew重新表示为

wnew =Ψ(𝜂)wpre =P⊥
Ă
wpre+ ĂHΛpre𝜂 (4-48)

其中的H的定义见附录C.1的(C-17)， Λpre ∈ C(𝑄+1)×(𝑄+1) 类似于(C-18)中Λ0的定

义，满足

Λpre =Diag
(︀
[𝜉0aH(𝜃0)wpre, · · · , 𝜉𝑄aH(𝜃𝑄)wpre]

)︀
(4-49)

由(4-48)，可以进一步FARCOP的权向量wnew展开为

wnew =P⊥
Ă
wpre+ ĂHΛpre𝜂

= (I−PĂ)wpre+ ĂHΛpre𝜂

=wpre+ Ă
(︁
HΛpre𝜂− (ĂHĂ)−1ĂHwpre

)︁
⏟  ⏞  

,Δ

(4-50)

其中Δ表示添加到wpre的成分。

由(4-45)和(4-50)，不难得到

̃︀Δ ∈
[︁
ℛ⊥([a(𝜃0), a(𝜃1)])⊕ℛ(a(𝜃1))

]︁
(4-51a)

Δ ∈ℛ(Ă) (4-51b)

上述结果表明，MA2RC算法和FARCOP算法中添加到权向量wpre上的成分位于不

同的空间。对于FARCOP算法有P⊥
Ă
Δ= 0，而类似的结论对MA2RC算法不一定满

足。由于ℛ⊥(Ă)中的成分不影响待控制点的电平，可以看出FARCOP算法中没有

在wpre中添加冗余分量（即ℛ⊥(Ă)中的分量）。所带来的的好处是在非控制角度

产生较小的波束变化。

而且，对于给定的待控制角度，如果期望电平变化，MA2RC算法需要重新计

算权向量，且运算量较大，而 FARCOP算法只需要进行简单的参数更新操作。另
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外，MA2RC算法通过优化向量 f𝑛来得到较小的方向图变化，而FARCOP算法通过

设计参数向量𝜂来最大化白噪声增益。

总结来讲，FARCOP算法和MA2RC算法的主要区别包括：

∙两种算法使用不同的权向量更新形式。
∙期望电平改变时，FARCOP算法可以通过调节参数𝜂实现灵活地方向图控制，

而MA2RC则需要重新计算。

∙FARCOP算法计算量较低，其计算复杂度为𝒪(𝑁3)， MA2RC算法计算量较

高，其计算复杂度为𝒪(𝑄𝑁3)。

∙FARCOP算法中引入了白噪声增益进行参数优化，而MA2RC算法没有。

4.2.4 基于FARCOP的方向图综合

本节介绍FARCOP算法在方向图综合中的应用。总体来说，这里采用的方式

与基于MA2RC的方向图综合方法类似。相比于MA2RC， FARCOP在运算量和灵

活性方面均有所改善。

具体地，记期望方向图为𝐿𝑑(𝜃)。首先指定某初始权向量w0，同时取𝑘 = 1。

比较w𝑘−1的方向图（记作𝐿𝑘−1(𝜃,𝜃0)）与期望方向图𝐿𝑑(𝜃)，并选取𝑄个待控制角

度。之后利用FARCOP算法将待控制角度处的电平调节至期望电平，并更新权向

量。取𝑘 = 𝑘+1并重复上述过程，直到获得满意的方向图结果。基于FARCOP的方

向图综合算法总结见算法15。

4.2.5 实验仿真

本小节对FARCOP算法及其在方向图综合中的应用进行仿真。如无特别说明，

取MA2RC中的权向量f𝑛为零向量。

4.2.5.1 FARCOP算法方向图控制性能验证

(1). 给定泰勒权的精确方向图控制

考虑𝑁 = 16阵元各向同性等距线阵，阵元间距为半波长。波束中心取为𝜃0 =

−45∘，同时取权向量 wpre为−20dB旁瓣衰落的泰勒权。该场景下，a(𝜃)和 wpre均

为共轭中心对称向量。我们使用梯度投影算法对FARCOP参数向量进行优化，并

将最终的方向图与MA2RC算法进行对比。

第一种场景下，考虑三个待控制角度，分别为𝜃1 =−10∘， 𝜃2 = 5∘和𝜃3 = 60∘，

三个角度的期望电平均为−40dB。图4-4展示了MA2RC算法和FARCOP算法的方

向图结果。由图中可以看出给定三个方向的电平已经被精确调节到期望电平，且
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算法 15基于FARCOP的方向图综合算法
1: 输入： 𝜃0， 期望方向图𝐿𝑑(𝜃)， 初始权向量w0以及相应的归一化方向

图𝐿0(𝜃,𝜃0)，取𝑘 = 1。

2: while 1 do

3: 通过比较𝐿𝑘−1(𝜃,𝜃0)与 𝐿𝑑(𝜃)来选取𝑄𝑘个待控制角度。

4: 应用FARCOP算法（见算法14）实现 𝐿𝑘(𝜃𝑞, 𝜃0) = 𝐿𝑑(𝜃𝑞)，𝑞 = 1, · · · ,𝑄𝑘。
5: 得到更新后的权向量w𝑘及相应的方向图 𝐿𝑘(𝜃,𝜃0)。

6: if 𝐿𝑘(𝜃,𝜃0)满足条件 then

7: 取 𝑘 = 𝑘+1。

8: else

9: 退出。

10: end if

11: end while

12: 输出：w𝑘和𝐿𝑘(𝜃,𝜃0)。

非控制区域具有较小的方向图变化。对于FARCOP算法，此时得到 𝜂1,⋆ = 𝑟1 =

0.2051，𝜂2,⋆ = 𝑟2 = 0.2205， 𝜂3,⋆ = 𝑟3 = 0.1242。有趣的是，MA2RC和FARCOP算

法此时得到相同的方向图结果。
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图 4-4方向图控制结果对比（场景一）

为了进一步对比，我们保持初始权向量和待控制角度不变，将三个方向的期

望电平设定为𝜌1 =−40dB，𝜌2 =−40dB和𝜌3 =0dB。注意到𝜌1和𝜌2均和前例一样。

此时得到的方向图对比见图4-5，从中可以看出测试的两种算法均完成了给定的方

向图控制任务。 FARCOP算法此时得到的参数为 𝜂1,⋆ = 𝑟1 = 0.2051，𝜂2,⋆ = 𝑟2 =

117

万方数据



电子科技大学博士学位论文

0.2205和 𝜂3,⋆ = 𝑟3 = 12.4240。更重要的是，相比于场景一，只有参数𝜂3,⋆发生了变

化。这说明FARCOP算法中，各点阵列方向图响应可以灵活独立地进行控制。由

图4-5可以看出，MA2RC方法得到的主瓣比FARCOP算法要宽。
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图 4-5方向图控制结果对比（场景二）

为了说明FARCOP算法在控制角度个数较多时仍然有效，下面取𝑄 =𝑁 − 1 =

15（各角度值如表4-1所示），取各角度的期望电平为−40dB。图4-6展示了得到的

方向图结果，表4-1列出了得到的参数。由图4-6可以看出，所提算法可以将所有待

控制点电平调制到期望电平。除此之外，由表4-1可以看出𝜂𝑞,⋆= 𝑟𝑞，𝑞=1, · · · ,𝑄。

表 4-1角度设定与得到的参数（初始权为泰勒权向量）

𝑞 𝜃𝑞 𝑟𝑞 𝜂𝑞,⋆ 𝑞 𝜃𝑞 𝑟𝑞 𝜂𝑞,⋆

1 −10∘ 0.2051 0.2051 9 −3∘ 0.2617 0.2617

2 5∘ 0.2205 0.2205 10 12∘ 0.2449 0.2449

3 60∘ 0.1242 0.1242 11 20∘ 0.2204 0.2204

4 −80∘ 0.1414 0.1414 12 30∘ 0.2242 0.2242

5 −70∘ 0.3123 0.3123 13 40∘ 0.3004 0.3004

6 −28∘ 0.5207 0.5207 14 50∘ 0.2421 0.2421

7 −23∘ 0.1140 0.1140 15 70∘ 0.2981 0.2981

8 16∘ 0.1233 0.1233
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图 4-6控制点数增加时方向图结果对比

(2). 基于汉明权向量的宽凹口方向图综合

为了验证FARCOP算法对任意给定权向量均有效，下面考虑𝑁 = 16各向同性

阵元等距线阵，取 wpre = a(𝜃0)⊙wℎ，其中𝜃0 = 15∘为主波束轴，wℎ代表 16点

汉明窗。与之前仿真中待控制角度准确设定不同，这里假设干扰方向（对应于待

控制角度区域）粗略已知。具体地，假设所有可能的干扰均位于角度区间 Ω =

[𝜃1− 2∘, 𝜃1+2∘]∪ [𝜃2− 2∘, 𝜃2+2∘]内，其中𝜃1 = −30∘，𝜃2 = 45∘。此时期望在Ω区

域内得到宽凹口，而在Ω区域外产生较小的方向图变化（相比于wpre的方向图）。

此时取𝑄 = 6，最终得到的方向图如图4-7所示。可以看出FARCOP算法可以Ω区域

内得到两个宽凹口，而MA2RC方法仅在𝜃1和 𝜃2两方向上产生两个窄凹口。
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图 4-7宽凹口置零结果对比
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4.2.5.2 基于FARCOP的方向图综合仿真

本节仿真验证FARCOP算法的方向图综合效果。为了进行实验对比，同时展

示凸优化方法(convex programming,CP)[43]，A2RC方法[137]，MA2RC方法[148]以及

多点OPARC方法[151]得到的方向图结果。

(1). 大规模等距线阵非等电平旁瓣综合

下面考虑𝑁 = 100维大规模阵列的旁瓣综合，主波束中心为𝜃0 = 60∘。期望方

向图具有不等电平旁瓣，其中[−20∘,30∘]区域的电平上限为−45dB，而其它区域的

电平上限为−35dB。明显可以看出，期望方向图与−35dB旁瓣的切比雪夫方向图

类似。因此，取初始权向量为−35dB旁瓣衰落的切比雪夫权。

该场景下，每步取𝑄𝑘 = 41个旁瓣峰值角度并利用FARCOP算法将各角度的电

平调节为期望电平。由于𝑄≪ 𝑁，每步迭代的运算量大大降低。而且，不难发现

等距线阵导向矢量和初始权均具有共轭中心对称结构。可以由式(4-39)计算最优

参数向量𝜂⋆，从而得到解析的权向量更新形式，从而可进一步降低所提方法的运

算复杂度。图4-8展示了方向图合成的中间结果，从中可以看出只需要9步即可得

到满意的方向图。

为了进行公平比较，MA2RC算法和多点OPARC算法进行同样的迭代步数，两

种算法每步的控制角度均取为𝑄𝑘 = 41。从图4-9可以看出，凸优化方法的旁瓣包

络不能与期望方向图包络对齐。MA2RC算法和FARCOP算法表现良好，两算法的

方向图均优于 A2RC方法的方向图（经过300次迭代）。

(2). 各向异性阵元非等旁瓣电平方向图综合

考虑21阵元各向异性阵元线性随机阵列，第𝑛元阵列方向图表示为：

𝑔𝑛(𝜃) = [cos(𝜋𝑙𝑛sin(𝜃+ 𝜁𝑛))− cos(𝜋𝑙𝑛)]/cos(𝜃+ 𝜁𝑛) (4-52)

其中𝜁𝑛和𝑙𝑛分别表示阵元方向和长度，其具体取值以及阵元位置参数见表4-2。主

瓣波束中心为𝜃0 = 20∘，期望电平具有 −25dB等电平旁瓣。取a(𝜃0)为初始权向量，

并执行 𝑘 = 30步迭代，FARCOP算法可得到满意的方向图，其权向量如表4-2所

示。

各算法的方向图对比如图4-10所示，从中可以看出 A2RC算法（经过200次迭

代）和多点OPARC算法（迭代次数与FARCOP算法相同）在某些区间得到的方向

图电平高于期望值。凸优化方法得到的旁瓣电平远远低于期望的设定值。 FAR-

COP算法可以得到满意的方向图控制结果，且其旁瓣包络与期望电平对齐。
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图 4-8非等旁瓣电平方向图综合结果。(a)第1步结果;(b)第2步结果;(c)第9步结果
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图 4-9大规模阵非等电平旁瓣方向图综合结果对比
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表 4-2各向异性随机阵列参数及FARCOP算法得到的权向量

𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑙𝑛(𝜆) 𝜁𝑛 𝑤𝑛

1 0.00 0.30 0.0 0.2286𝑒−𝑗0.5077

2 0.45 0.25 -4.0 0.4067𝑒+𝑗1.1104

3 0.95 0.24 5.0 0.2989𝑒+𝑗2.2288

4 1.50 0.20 -32 0.5605𝑒+𝑗3.1325

5 2.04 0.26 -3.2 0.4971𝑒−𝑗1.9015

6 2.64 0.27 10 0.6629𝑒−𝑗0.6966

7 3.09 0.23 1.0 0.5781𝑒+𝑗0.6136

8 3.55 0.24 -10 0.6496𝑒+𝑗1.2708

9 4.05 0.25 0.0 0.7850𝑒+𝑗2.3602

10 4.55 0.21 7.0 1.0000𝑒−𝑗2.6879

11 5.06 0.20 5.0 0.9296𝑒−𝑗1.6905

12 5.50 0.20 5.0 0.9463𝑒−𝑗0.7415

13 6.01 0.29 4.0 0.6760𝑒+𝑗0.3764

14 6.53 0.20 5.0 0.7157𝑒+𝑗1.6457

15 7.07 0.26 -9.0 0.6158𝑒+𝑗2.6468

16 7.52 0.21 7.0 0.6295𝑒−𝑗2.8228

17 8.00 0.25 10 0.4447𝑒−𝑗1.7589

18 8.47 0.21 6.0 0.5811𝑒−𝑗0.5151

19 8.98 0.20 -8.0 0.3871𝑒+𝑗0.5235

20 9.53 0.26 0.0 0.2498𝑒+𝑗1.3010

21 10.01 0.25 5.0 0.2517𝑒+𝑗2.8088

4.3 基于斜投影的多点方向图控制算法

这一节中，我们将给出两种基于斜投影的多点方向图控制算法。为了清晰起

见，我们将待控制角度表示为𝜃1, · · · , 𝜃𝑄，同时用𝜌1, · · · ,𝜌𝑄表示相应的期望电平。
之前的权向量表示为wpre，假设满足wH

prea(𝜃0) = 1。只要wH
prea(𝜃0) ̸=0，上述条件

总是可以通过缩放而成立。为了简洁起见，我们记A(𝜃𝑖, · · · , 𝜃𝑗), [a(𝜃𝑖), · · · ,a(𝜃𝑗)]。
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图 4-10各向异性阵列方向图综合结果对比

4.3.1 基于斜投影的多点方向图控制算法

给定权向量wpre，我们考虑如何找到一个新的权向量wnew满足

𝐿new(𝜃𝑞, 𝜃0) = 𝜌𝑞, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-53)

其中𝐿new(𝜃,𝜃0)表示wnew对应的波束方向图。除此之外，在非控制点上，我们期

望获得较小的波束变化。

由前文可知，WORD算法可以在指定方向调节阵列方向图响应。因此，对于

任意𝑞 ∈ {1, · · · ,𝑄}，可以得到新的权向量w̆new,𝑞可以将 𝜃𝑞处的电平调节到理想的

电平𝜌𝑞，即 |w̆H
new,𝑞a(𝜃𝑞)|2/|w̆H

new,𝑞a(𝜃0)|2 = 𝜌𝑞。权向量w̆new,𝑞可以表示为

w̆new,𝑞 =
[︁
w𝑞,⊥ w𝑞,‖

]︁[︁
1 𝛽𝑞

]︁T
(4-54)

其中w𝑞,⊥=P⊥
a(𝜃𝑞)

wpre，w𝑞,‖=Pa(𝜃𝑞)wpre。为了便于下文讨论，我们将式(4-54)中

的w̆new,𝑞缩放为

wnew,𝑞 = w̆new,𝑞/(aH(𝜃0)w̆new,𝑞), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄. (4-55)

对于任意 𝑞 ∈ {1, · · · ,𝑄}，容易验证上式中的wnew,𝑞满足

wH
new,𝑞a(𝜃0) = 1 (4-56)

|wH
new,𝑞a(𝜃𝑞)|2 = 𝜌𝑞 (4-57)

为了实现式(4-53)的阵列响应控制任务，下面利用已有的wnew,1, · · · ,wnew,𝑄来
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构造满足要求的新的权向量wnew。具体来讲，新的权向量wnew需要满足

wH
newa(𝜃0) = 1 (4-58a)

wH
newa(𝜃𝑞) = 𝑒𝑗𝜙𝑞wH

new,𝑞a(𝜃𝑞), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-58b)

或等价地，

ĂHwnew = f (4-59)

其中

Ă,A(𝜃0, 𝜃1, · · · , 𝜃𝑄) ∈ C𝑁×(𝑄+1)

f ,
[︀
1, 𝑒𝑗𝜙1wH

new,1a(𝜃1), · · · , 𝑒
𝑗𝜙𝑄wH

new,𝑄a(𝜃𝑄)
]︀H∈ C𝑄+1

实值相位𝜙𝑞，可以取任意值，𝑞=1, · · · ,𝑄。可以验证，满足(4-59)的权向量wnew即

可满足阵列方向图控制任务(4-53)。明显地，当𝑄=𝑁−1时，我们有wnew = Ă−1f。

然而，当𝑄<𝑁−1时，关于wnew的线性方程(4-59)是欠定的，因此有无穷多个解。

下面提出一种基于斜投影的权向量构造方式。

首先，我们将矩阵Ă中的列向量a(𝜃𝑖)，并定义所得到的矩阵为Ă𝑖−，即

Ă𝑖− ,A(𝜃0, · · · , 𝜃𝑖−1, 𝜃𝑖+1, · · · , 𝜃𝑄) ∈ C𝑁×𝑄 (4-60)

相应地，定义

T0 , I−EH
Ă0−|a(𝜃0)

(4-61a)

T𝑞 , EH
a(𝜃𝑞)|Ă𝑞−

, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-61b)

其中EĂ0−|a(𝜃0)和 Ea(𝜃𝑞)|Ă𝑞−
为斜投影矩阵，满足

EĂ0−|a(𝜃0) = Ă0−
(︁
ĂH

0−P
⊥
a(𝜃0)

Ă0−
)︁−1

ĂH
0−P

⊥
a(𝜃0)

(4-62)

Ea(𝜃𝑞)|Ă𝑞−
= a(𝜃𝑞)

(︁
aH(𝜃𝑞)P

⊥
Ă𝑞−

a(𝜃𝑞)
)︁−1

aH(𝜃𝑞)P
⊥
Ă𝑞−

(4-63)

不难发现

TH
𝑖 a(𝜃𝑗) =

⎧⎨⎩ a(𝜃𝑖), 𝑗 = 𝑖

0, 𝑗 ̸= 𝑖
(4-64)

其中𝑖, 𝑗 = 0,1, · · · ,𝑄。由上式可知，当𝑗 ̸= 𝑖时，线性变换TH
𝑖 不改变向量a(𝜃𝑖)，同

时将向量a(𝜃𝑗)变换为零向量。

利用上述性质，可以通过对权向量wpre和wnew,𝑞进行变换和线性组合来得到
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新的权向量wnew。具体来讲，考虑到wH
prea(𝜃0) = 1，同时结合式(4-64)，可以得到

wH
preT

H
0 a(𝜃𝑗) =

⎧⎨⎩ wH
prea(𝜃0) = 1, 𝑗 = 0

0, 𝑗 ̸= 0
(4-65)

以及

wH
new,qT

H
𝑞 a(𝜃𝑗) =

⎧⎨⎩ wH
new,qa(𝜃𝑞), 𝑗 = 𝑞

0, 𝑗 ̸= 𝑞
(4-66)

根据式(4-65)和式(4-66)，我们可以得到如下满足要求的权向量 wnew

wnew =T0wpre+

𝑄∑︁
𝑞=1

𝑒−𝑗𝜙𝑞T𝑞wnew,𝑞 (4-67)

不难验证

wH
newa(𝜃0) =wH

preT
H
0 a(𝜃0)+

𝑄∑︁
𝑞=1

𝑒𝑗𝜙𝑞wH
new,𝑞T

H
𝑞 a(𝜃0)

=wH
prea(𝜃0)

= 1 (4-68)

以及

wH
newa(𝜃𝑞) =wH

preT
H
0 a(𝜃𝑞)+

𝑄∑︁
𝑖=1

𝑒𝑗𝜙𝑖wH
new,𝑖T

H
𝑖 a(𝜃𝑞)

= 𝑒𝑗𝜙𝑞wH
new,𝑞a(𝜃𝑞), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-69)

因此，式(4-67)中的wnew是线性方程 (4-59)的解，即wnew可满足式(4-53)中所描述

的多点控制要求。

从(4-69)不难发现，(4-67)所得到的wnew可以通过简单更新权向量wnew,𝑞来分

别调节𝜃𝑞处的响应， 𝑞 = 1, · · · ,𝑄。用这种方式，其它控制点方向的电平（即𝜃𝑖处，
𝑖 = 1, · · · ,𝑄，𝑖 ̸= 𝑞）保持不变，而wnew不需要完全重新计算。因此，上述算法可

以灵活地调节阵列方向图响应，特别是当只有一些预先设定的方向的期望电平变

化时。

4.3.2 基于斜投影的波束中心无偏移多点控制算法

上一节中，我们介绍了一种基于斜投影的多点方向图控制算法。该算法具有

解析解，且可以独立控制各方向电平。然而，上述算法可能导致波束中心偏移，

使得得到的波束中心偏离原始的波束中心𝜃0。为了解决波束中心偏移的缺陷，下

面通过添加导数约束来对上节算法进行改进。
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同样地，给定一个权向量wpre（满足wH
prea(𝜃0) = 1），待控制方向𝜃𝑞及其期望

电平𝜌𝑞，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。为了实现波束中心无偏移阵列响应控制，最终的权向量应
该满足式(4-53)，以及下面约束：

𝜃0 = arg max
𝜃

|wH
newa(𝜃)| (4-70)

为了确保上式(4-70)中的新约束成立，可以施加下面的导数约束：
𝜕𝑃 (𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒
𝜃=𝜃0

= 0 (4-71)

其中𝑃 (𝜃) = wH
newa(𝜃)a

H(𝜃)wnew代表wnew的阵列功率响应， 𝜃0是期望的波束中

心。将𝑃 (𝜃)代入式(4-71)可以得到：

𝜕𝑃 (𝜃)

𝜕𝜃
=wH

new
𝜕a(𝜃)

𝜕𝜃
aH(𝜃)wnew+wH

newa(𝜃)
𝜕aH(𝜃)

𝜕𝜃
wnew

= 2ℜ
(︂
wH

new
𝜕a(𝜃)

𝜕𝜃
aH(𝜃)wnew

)︂
(4-72)

进一步有

𝜕𝑃 (𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒
𝜃=𝜃0

= 2ℜ
(︀
wH

newd(𝜃0)a
H(𝜃0)wnew

)︀
(4-73)

其中d(𝜃0)定义为

d(𝜃0),
𝜕a(𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒
𝜃=𝜃0

(4-74)

因此，为了实现满足式(4-53)且不产生波束中心偏移，新的权向量wnew应该满足

ℜ
(︀
wH

newd(𝜃0)a
H(𝜃0)wnew

)︀
= 0 (4-75a)

|wH
newa(𝜃𝑞)|2

⧸︀
|wH

newa(𝜃0)|2 = 𝜌𝑞, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-75b)

根据前一节算法，等式(4-75)一定成立如果wnew满足

wH
newa(𝜃0) = 1 (4-76a)

wH
newa(𝜃𝑞) = 𝑒𝑗𝜑𝑞wH

new,𝑞a(𝜃𝑞), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-76b)

ℜ
(︀
wH

newd(𝜃0)
)︀
= 0 (4-76c)

其中𝜑𝑞可以为任意实数，式(4-76b)中的wnew,𝑞由WORD算法得到，参见式(4-55)。

下面考虑如何找到满足式(4-76)的wnew。首先注意到

ℜ
(︀
wH

newd(𝜃0)
)︀
= ℜ(wT

new)ℜ(d(𝜃0))+ℑ(wT
new)ℑ(d(𝜃0)) (4-77)

基于此，我们可以将(4-76c)等价地表示为

̃︀wT
new
̃︀d(𝜃0) = 0 (4-78)
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其中̃︀x, [ℜ(xT),ℑ(xT)]T。另一方面，容易得到

wH
newa(𝜃) =

[︀
ℜ(wT

new),ℑ(wT
new)

]︀⎡⎣⎛⎝ℜ[a(𝜃)]
ℑ[a(𝜃)]

⎞⎠+𝑗
⎛⎝ ℑ[a(𝜃)]
−ℜ[a(𝜃)]

⎞⎠⎤⎦
= ̃︀wT

new [̃︀a(𝜃)+ 𝑗ϒ̃︀a(𝜃)] (4-79)

其中矩阵ϒ定义为

ϒ,

⎡⎣ I𝑁

−I𝑁

⎤⎦ ∈ R2𝑁×2𝑁 (4-80)

根据式(4-79)，约束(4-76a)可以重新表述为

̃︀wT
new̃︀a(𝜃0) = 1, ̃︀wT

newϒ̃︀a(𝜃0) = 0 (4-81)

而且，通过定义如下的u𝑞

u𝑞 , 𝑒−𝑗𝜑𝑞wnew,𝑞 (4-82)

可以将式(4-76b)表示为

wH
newa(𝜃𝑞) = (𝑒−𝑗𝜑𝑞wnew,𝑞)Ha(𝜃𝑞) = uH

𝑞 a(𝜃𝑞) (4-83)

基于此，可以将限制(4-76b)表示为

̃︀wT
new̃︀a(𝜃𝑞) = ̃︀uT

𝑞 ̃︀a(𝜃𝑞), ̃︀wT
newϒ̃︀a(𝜃𝑞) = ̃︀uT

𝑞 ϒ̃︀a(𝜃𝑞) (4-84)

其中𝑞可以取为1, · · · ,𝑄。
结合式(4-78)，(4-81)和(4-84)，等式组(4-76)可以等价地表示为

̃︀wT
new̃︀a(𝜃0) = 1 (4-85a)

̃︀wT
newϒ̃︀a(𝜃0) = 0 (4-85b)

̃︀wT
new̃︀a(𝜃𝑞) = ̃︀uT

𝑞 ̃︀a(𝜃𝑞), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-85c)

̃︀wT
newϒ̃︀a(𝜃𝑞) = ̃︀uT

𝑞 ϒ̃︀a(𝜃𝑞), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-85d)

̃︀wT
new
̃︀d(𝜃0) = 0 (4-85e)

或者可以更紧凑地表示为

C̆T ̃︀wnew = g (4-86)

其中C̆ ∈ R2𝑁×(2𝑄+3)和 g ∈ R2𝑄+3分别定义为

C̆,
[︁
Y(𝜃0),Y(𝜃1), · · · ,Y(𝜃𝑄),̃︀d(𝜃0)]︁ (4-87)

g ,
[︀
1,0,̃︀uT

1 ̃︀a(𝜃1),̃︀uT
1ϒ̃︀a(𝜃1), · · · ,̃︀uT

𝑄̃︀a(𝜃𝑄),̃︀uT
𝑄ϒ̃︀a(𝜃𝑄),0]︀T (4-88)
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式(4-87)中的Y(𝜃)定义为

Y(𝜃),
[︀̃︀a(𝜃),ϒ̃︀a(𝜃)]︀ ∈ R2𝑁×2 (4-89)

如果得到了满足式(4-86)中̃︀wnew，我们可以将最终的权向量wnew表示为

wnew = [I𝑁 , 𝑗I𝑁 ] ̃︀wnew (4-90)

为了找到满足(4-86)中̃︀wnew的解析表达式，首先定义C̆𝑖− ∈ R2𝑁×(2𝑄+1)为

C̆𝑖− ,
[︁
Y(𝜃0), · · · ,Y(𝜃𝑖−1),Y(𝜃𝑖+1), · · · ,Y(𝜃𝑄),̃︀d(𝜃0)]︁ , 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄 (4-91)

事实上，上式中的C̆𝑖−可以通过从 C̆中剔除̃︀a(𝜃𝑖)和ϒ̃︀a(𝜃𝑖)得到。定义
Z0 , I−ET

C̆0−|Y(𝜃0)
(4-92a)

Z𝑞 , ET
Y(𝜃𝑞)|C̆𝑞−

, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (4-92b)

其中EC̆0−|Y(𝜃0)
和 EY(𝜃𝑞)|C̆𝑞−

为斜投影算子，满足

EC̆0−|Y(𝜃0)
= C̆0−

(︁
C̆H

0−P
⊥
Y(𝜃0)

C̆0−
)︁−1

C̆H
0−P

⊥
Y(𝜃0)

(4-93a)

EY(𝜃𝑞)|C̆𝑞−
=Y(𝜃𝑞)

(︁
YH(𝜃𝑞)P

⊥
C̆𝑞−

Y(𝜃𝑞)
)︁−1

YH(𝜃𝑞)P
⊥
C̆𝑞−

(4-93b)

其中𝑞可以取为1, · · · ,𝑄。由斜投影性质，可以得到

ZT
𝑖 Y(𝜃𝑗) =

⎧⎨⎩ Y(𝜃𝑗), 𝑗 = 𝑖

0, 𝑗 ̸= 𝑖
(4-94a)

ZT
𝑖
̃︀d(𝜃0) = 0 (4-94b)

其中𝑖和𝑗可以取为0,1, · · · ,𝑄。因此，参考上一节的多点控制算法，可以将̃︀wnew解

析地表示为

̃︀wnew = Z0 ̃︀wpre+

𝑄∑︁
𝑞=1

Z𝑞̃︀u𝑞 (4-95)

不难验证，上式中的̃︀wnew满足下面三个等式：

̃︀wT
new (̃︀a(𝜃0)+ 𝑗ϒ̃︀a(𝜃0)) = ̃︀wT

preZ
T
0 (̃︀a(𝜃0)+ 𝑗ϒ̃︀a(𝜃0))

= ̃︀wT
preZ

T
0Y(𝜃0)[1, 𝑗]T

= ̃︀wT
preY(𝜃0)[1, 𝑗]T

= ̃︀wT
prea(𝜃0)+ 𝑗 ̃︀wT

preϒa(𝜃0)

=wH
prea(𝜃0)

= 1 (4-96)
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̃︀wT
new (̃︀a(𝜃𝑞)+ 𝑗ϒ̃︀a(𝜃𝑞)) = 𝑄∑︁

𝑖=1

̃︀uT
𝑖 Z

T
𝑖 Y(𝜃𝑞)[1, 𝑗]T

= ̃︀uT
𝑞 Y(𝜃𝑞)[1, 𝑗]T

= ̃︀uT
𝑞 (̃︀a(𝜃𝑞)+ 𝑗ϒ̃︀a(𝜃𝑞)) (4-97)

̃︀wT
new
̃︀d(𝜃0) = ̃︀wT

preZ
T
0
̃︀d(𝜃0)+ 𝑄∑︁

𝑞=1

̃︀uT
𝑞 Z

T
𝑞
̃︀d(𝜃0)

= 0 (4-98)

从而可以看出，式(4-95)中的̃︀wnew满足约束(4-86)。换言之，式(4-90)中的wnew满

足等式组(4-76)。因此，式(4-90)中的wnew实现了式(4-53)中的多点阵列响应控制，

而不会导致波束中心偏移。与上一节算法类似，式(4-90)中的 wnew可以通过更新

权向量wnew,𝑞 来分别调节𝜃𝑞处的电平响应，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。这使得电平控制更加灵
活。不难发现，上述算法最多可以对 𝑁 −2个角度的电平进行精确控制。

上节和本节算法中，参数𝜙𝑞和𝜑𝑞可以任意设定，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。如何进一步选
取最优的𝜙𝑞或𝜑𝑞取决于具体应用。仿真实验表明，取𝜙𝑞 = 0和𝜑𝑞 = 0可以得到较好

的波束方向图性能（非控制点处方向图产生较小的畸变），𝑞 = 1, · · · ,𝑄。

4.3.3 斜投影多点方向图控制算法的性质

下面我们展示上两节的斜投影多点方向图控制算法的性质。首先，注意到空

间ℛ⊥(Ă)中的向量成分不会影响𝜃𝑖处的方向图电平，𝑖 = 0,1, · · · ,𝑄，但是会影响
控制点之外的方向图响应。与之前的权向量wpre相比，一个权向量wnew若不产生

“冗余成分” （即ℛ⊥(Ă)中的向量成分）应该满足 wnew−wpre ∈ ℛ(Ă)，或等价

地，

P⊥
Ă
(wnew−wpre) = 0 (4-99)

实际上，式(4-67)和式(4-90)所得到的两个权向量均满足 (4-99)。为了说明这一点，

由附录C.2可以将式(4-67)中的wnew表示为

wnew =P⊥
Ă
wpre+ ĂHc (4-100)

其中H和c的定义分别如式(C-38)和式(C-39)所示。从式(4-100)可以看出，式(4-99)成

立。
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另一方面，为了说明式(4-90)中的wnew满足(4-99)，将式(4-95)中的 ̃︀wnew重新

表示为

̃︀wnew =P⊥
C̆
̃︀wpre+ C̆F𝛼 (4-101)

上式的推导见附录C.3，其中F和𝛼的表达式参见式(C-46)。

由式(4-101)，可以验证

P⊥
C̆
(̃︀wnew− ̃︀wpre) = 0 (4-102)

由附录C.4可知，由̃︀wnew构造出的权向量wnew（见式(4-90)）满足

P⊥
[Ă, d(𝜃0)]

(wnew−wpre) = 0 (4-103)

由于ℛ⊥([Ă, d(𝜃0)]) ∈ℛ⊥(Ă)，不难发现式(4-99)成立。

如此之外，如果在式(4-53)中取 𝜌𝑞 = 𝐿pre(𝜃𝑞, 𝜃0) , |wH
prea(𝜃𝑞)|2

⧸︀
|wH

prea(𝜃0)|2，
同时在式(4-67)中取 𝜙𝑞 = 0，𝑞 = 1, · · · ,𝑄，所得到的式(4-67)中的权向量 wnew满足

wnew =wpre (4-104)

上式推导见附录C.5。实际上，由于此时wpre已经满足在𝜃𝑞 的期望响应，所得到的

权向量即为wpre。

类似地，如果在式(4-53)中取𝜌𝑞 = 𝐿pre(𝜃𝑞, 𝜃0)，在式(4-76b)中取𝜑𝑞 = 0，𝑞 =

1, · · · ,𝑄，则式(4-95)中得到的权向量̃︀wnew满足

̃︀wnew =

(︂
I−ET̃︀d(𝜃0)|C̆̃︀d−

)︂ ̃︀wpre (4-105)

其中

C̆̃︀d− ,
[︁
Y(𝜃0),Y(𝜃1), · · · ,Y(𝜃𝑄)

]︁
∈ R2𝑁×(2𝑄+2) (4-106)

这种场景下，权向量wnew（由式(4-90)得到）在保持𝜃𝑞方向波束电平不变的情况下

将波束中心导向𝜃0处，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。事实上，式(4-105)提供了一种灵活的方式来

改变波束中心或进行波束扫描（在满足一定电平约束的条件下）。需要注意的是，

如果对电平没有额外要求，此时可以令C̆̃︀d− =Y(𝜃0)，得到如下新的权向量

wnew = [I𝑁 , 𝑗I𝑁 ]
(︁
I−ET̃︀d(𝜃0)|Y(𝜃0)

)︁ ̃︀wpre (4-107)

上式的推导见附录C.6。此时，wnew可以将波束中心重新聚焦到 𝜃0。

4.3.4 仿真实验

本节通过实验仿真验证所提算法的有效性。为了进行实验对比，同时测试文

献 [43]中的凸优化方法，文献[45]中的半正定松弛方法，文献[35]中的菲利普方
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法，文献[152]中的WORD方法，文献[148]中的 MA2RC和M2A2RC方法，以及文

献[153]中的FARCOP方法。

4.3.4.1 所提算法的方向图控制效果

(1). 等距线阵方向图控制

第一个例子中，使用16阵元等距线阵进行仿真，各阵元各向同性，取主瓣波

束中心为𝜃0 = 20∘。取wpre为−25dB等电平旁瓣衰落的切比雪夫权。三个待控制

角度分别为𝜃1 = −60∘，𝜃2 = −36∘和 𝜃3 = −12∘。第一种场景取各角度期望电平

为𝜌1= 𝜌2= 𝜌3=−40dB。可相应计算得到 𝛽1=0.1878，𝛽2=0.1788，𝛽3=0.1772。

图4-11对比了不同方法的方向图控制效果，从中可以看出所有方法均实现了事先

给定的方向图控制要求，且各方向得到的方向图相似。放大主瓣区域可以发现，

MA2RC，FARCOP 和所提出的第一种算法产生了波束中心偏移。对于第二种算

法，主瓣中心固定在𝜃0。另外可以注意到，所提的两种算法在非控制角度区域的

方向图电平几乎不变。
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图 4-11方向图控制结果对比（场景一）

第二种场景下，保持待控制角度不变，将各自的期望电平取为 𝜌1 = −35dB，

𝜌2 =−40db，𝜌3 =−20db。可以计算得到 𝛽1 = 0.3341， 𝛽2 = 0.1788， 𝛽3 = 1.7849。

图4-12给出了各算法得到的方向图。从图中可以看出，提出的两种算法均实现了

给定的方向图控制要求，且第二种算法没产生波束中心偏移。与第一种场景相比，

𝜌1和𝜌3发生了变化，而𝜌2保持不变。所以，只需要重新计算wnew,1和wnew,3，并相

应地更新最终权即可。由此发现，提出的两种算法可以分别控制各点方向图电平，

而MA2RC和M2A2RC对各点方向图是无法独立控制的。另外可以发现，提出的两

种方法在非控制角度区域的电平几乎不发生改变。
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图 4-12方向图控制结果对比（场景二）

(2). 各向异性阵元随机阵列方向图控制

本例中，使用10阵元各向异性随机阵列，第𝑛个阵元的方向图函数为

𝑔𝑛(𝜃) = (cos(𝜋𝑙𝑛sin(𝜃+ 𝜁𝑛))− cos(𝜋𝑙𝑛))/cos(𝜃+ 𝜁𝑛) (4-108)

其中𝜁𝑛和𝑙𝑛分别表示阵元方向和长度，各参数取值连同阵元位置信息见表4-3。该

例中，取𝜃0 = 0∘，wpre = a(𝜃0)。两个待控制方向分别为𝜃1 =−25∘和 𝜃2 =−4∘，其

期望电平分别为𝜌1 =−20dB和0dB。注意到𝜃1位于旁瓣区域，而𝜃2位于主瓣区域。

表 4-3各向异性阵列参数设定

𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑙𝑛(𝜆) 𝜁𝑛(deg) 𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑙𝑛(𝜆) 𝜁𝑛(deg)

1 0.00 0.3 0.0 6 2.64 0.27 10

2 0.45 0.25 -4.0 7 3.09 0.23 1.0

3 0.93 0.24 5.0 8 3.55 0.24 -10

4 1.56 0.20 -32 9 4.09 0.25 0.5

5 2.04 0.26 -3.2 10 4.52 0.21 7.2

不同方法的方向图对比如图4-13所示。从图中发现，MA2RC和 M2A2RC算法

的方向图主瓣发生了畸变。第一种算法可以实现给定的方向图控制要求，且所

得到的方向图结果与FARCOP算法类似。然而，第一种算法和FARCOP算法均产

生了波束中心偏移。第二种算法克服了第一种算法的不足，其方向图如图4-13所

示。
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图 4-13各向异性阵列方向图控制结果对比

(3). 最优权向量方向图重新聚焦

本节使用10阵元等距线阵进行仿真，考察第二种算法在波束中心重新聚焦方

面的性能。具体地，取𝜃0 = 40∘，并假设存在两个干扰（方向分别为−50∘和20∘）。

两个干扰的干噪比均为30dB，信噪比取为10dB。取wpre =wopt =R−1
𝑛+𝑖a(𝜃0)，其

中R𝑛+𝑖表示噪声加干扰协方差矩阵， wopt表示使得输出信干噪比最大化的最优

权。

图4-14展示了最优权的方向图，从中可以看出在干扰方向形成了两个凹陷。

除此之外，最优权的波束中心偏离期望角度𝜃0约0.1∘。利用式(4-107)计算新的权

向量wnew，可以将波束中心重新聚焦到𝜃0，其方向图如图4-14所示。从图中可以

看出，波束中心重新变为了𝜃0，且干扰方向的凹口可以保持。
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图 4-14方向图波束中心重聚焦效果对比
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4.3.4.2 方向图综合仿真

下面仿真验证所提方法的方向图综合性能。简单起见，取w0 = a(𝜃0)。

(1). 等距线阵非等电平旁瓣综合

首先考虑𝑁 = 60阵元各向同性等距线阵方向图综合，阵元间隔取为半波长。

期望方向图指向𝜃0 = 50∘，具有非等电平旁瓣（详见图4-15(c)中的黑线）。

图4-15展示了使用第二种算法进行方向图综合时的中间结果。由图中可以看

出，每步中先选择前步方向图的旁瓣峰值，在此基础上将选定方向的电平调节至

期望电平。方向图控制中不会发生波束中心偏移，且仅需三步即可得到满意的方

向图结果。
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图 4-15非等电平旁瓣方向图综合结果。(a)第1步结果;(b)第2步结果;(c)第3步结果

与其它方法的方向图结果对比见图4-16。从图中可以发现，凸优化方法，菲

利普方法以及WORD方法（经过100步迭代）的旁瓣包络没能和期望电平对齐。对

于WORD方法，可能需要更多的迭代次数才能产生满意的方向图结果。而且，这
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些方法（包括FARCOP方法）产生了不同程度的波束中心偏移。 M2A2RC算法表

现良好，且无波束中心偏移，但其运行时间长于提出的第二种算法。
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图 4-16非等电平旁瓣方向图综合结果对比

(2). 非等距线阵多波束方向图综合

下面使用16阵元非等距线阵进行多波束方向图综合的仿真。两波束指向分别

为30∘和−10∘。取a(30∘)为初始权向量，首先应用第二种算法将−10∘ 方向的电平

调节为0dB，即实现𝐿1(−10∘,30∘) = 0dB。在此基础上，将其它旁瓣峰值调节至

低于−25dB。经过4次迭代即可得到满意的方向图结果。各方法的结果对比如图4-

17所示，从中可以发现凸优化方法，菲利普方法，WORD方法和FARCOP方法均

发生了波束中心偏移。而且，菲利普方法在某些区域的方向图电平高于期望电平。

另外，所提方法的运行时间要比M2A2RC方法短。

图 4-17多波束方向图综合结果对比
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4.4 本章小结

本章首先介绍了一种基于斜投影的灵活方向图控制算法（简称为FARCOP算

法）。所提FARCOP算法可以灵活准确地对多点方向图进行同时控制。 FARCOP算

法中，各参数可以独立控制不同方向的方向图电平。 FARCOP算法以白噪声增益

最大化进行参数优化，利用梯度投影进行参数确定。对中心对称阵列，FARCOP算

法得到解析的权向量更新形式。另外，本章介绍了基于FARCOP算法的方向图综

合，实验仿真证实了所提方法的有效性。

本章还介绍了两种基于斜投影的方向图控制方法并讨论了两种方法在方向图

综合中的应用。所提出的两种算法具有解析表达式，可以实现对多个角度方向图

电平的精确控制。而且，所提方法在非控制角度区域产生较小的方向图变化。另

外，通过添加导数约束，第二种方法不会产生波束中心偏移。本章对所提两种算

法的性质进行了全面分析，并将所提算法应用于方向图综合中。最后通过实验仿

真验证了所提两种算法的有效性。
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第五章 基于拟凸优化的高性能方向图综合

前面章节利用方向图控制算法（如WORD算法、FARCOP算法等）进行方向

图的设计。但是这种方法没有从全局上考虑方向图的性能，使得最终方向图的性

能无法保障。本章介绍线性分式半正定松弛和拟凸优化，在此基础上提出一种基

于线性分式半正定松弛和拟凸优化的高性能波束方向图综合方法。所提方法考虑

了主瓣损失最小化和凹口电平最小化两种场景。仿真结果表明，所提方法可以实

现高性能方向图综合。

5.1 问题描述

考虑𝑁元阵列。简单起见，假设阵列呈一维分布（多维情况同样适用）。则𝜃方

向的导向矢量为

a(𝜃) =
[︁
𝑔1(𝜃)𝑒

𝑗𝜑1(𝜃), · · · ,𝑔𝑁 (𝜃)𝑒𝑗𝜑𝑁 (𝜃)
]︁T

(5-1)

其中𝑔𝑛(𝜃)为𝑛元阵列的辐射方向图 (对于全向天线，我们有𝑔𝑛(𝜃) = 1)，𝜑𝑛(𝜃)代表

第𝑛个阵元的相移，𝑛= 1, · · · ,𝑁。则归一化能量方向图可以表示为

𝐵(𝜃,𝜃0) = |wHa(𝜃)|2/|wHa(𝜃0)|2 (5-2)

其中w = [𝑤1,𝑤2, · · · ,𝑤𝑁 ]T为权向量，𝜃0表示波束中心轴即期望信号的角度。
考虑单个信源，则阵列观测数据可以表示为

x(𝑡) = x𝑠(𝑡)+x𝑛(𝑡) (5-3)

其中x𝑠(𝑡)和x𝑛(𝑡)分别代表信号成分和噪声成分。信号部分和噪声部分的协方差矩

阵可分别表示为

R𝑠 = 𝐸[x𝑠(𝑡)xH
𝑠 (𝑡)] = 𝜎2𝑠a(𝜃0)a

H(𝜃0) (5-4)

R𝑛 = 𝐸[x𝑛(𝑡)xH
𝑛 (𝑡)] = 𝜎2𝑛Ξ (5-5)

其中𝜎2𝑠和𝜎
2
𝑛分别代表信号功率和噪声功率。式(5-5)中的 Ξ为正定矩阵用来表征噪

声的结构，被称作归一化噪声协方差矩阵。显然，输入信噪比SNR可以表示为

SNRin = 𝜎2𝑠/𝜎
2
𝑛 (5-6)

对于给定的权向量w，阵列输出可以表示为 𝑦(𝑡) =wHx(𝑡)，其输出功率满足

𝐸[|𝑦(𝑡)|2] =wHR𝑠w+wHR𝑛w (5-7)
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其中wHR𝑠w和wHR𝑛w 分别表征信号和噪声的输出功率。则输出信噪比 SNR可

以表示为

SNRout =
wHR𝑠w

wHR𝑛w
=
𝜎2𝑠w

Ha(𝜃0)aH(𝜃0)w

𝜎2𝑛wHΞw
(5-8)

阵列处理的主要目的是提高输出的信噪比SNRout。这项参数通常由阵列增益

表征，阵列增益定义为输出SNR与输入SNR的比值。根据(5-6)和(5-8)，阵列增益

可以表示为

𝐺(w),
SNRout

SNRin
=

wHa(𝜃0)aH(𝜃0)w

wHΞw
(5-9)

寻找使𝐺(w)最大化的最优权向量（记作w，有些文献称该权向量为静态权向

量）是一个瑞利比的问题，该问题可以借助对矩阵束([a(𝜃0)aH(𝜃0)],Ξ)进行广义特

征值分解得到。更准确地，使得𝐺(w)最大化的权向量 w满足

[a(𝜃0)aH(𝜃0)]w = 𝜆1Ξw (5-10)

其中𝜆1代表广义特征值分解的最大特征值。从式(5-10)中不难看出，w与矩阵束

([a(𝜃0)aH(𝜃0)],Ξ)的主特征向量对应。对于静态权向量w，其满足下式

𝐺(w)≤𝐺(w), ∀w ∈ C𝑁 (5-11)

另外，在白噪声背景下（即Ξ= I），可以得到w = a(𝜃0)。

如果对归一化方向图𝐵(𝜃,𝜃0)施加额外限制（如主瓣宽度、旁瓣电平等），则

会损失阵列增益。鉴于此，我们考虑设计方向图，使其既满足形状约束同时又获

得高阵列增益。为此，我们定义如下增益损失因子来测量增益衰减程度

Loss(w),𝐺(w)/𝐺(w) (5-12)

与此同时，可以如下计算考虑阵列衰落的方向图

𝑃 (𝜃,𝜃0) =𝐵(𝜃,𝜃0)·
𝐺(w)

𝐺(w)
=
𝐵(𝜃,𝜃0)

Loss(w)
(5-13)

𝑃 (𝜃,𝜃0)可以更直观地展示出阵列增益损失。

5.2 线性分式半正定松弛和拟凸优化

下面首先介绍线性分式半正定松弛和拟凸优化理论。

5.2.1 线性分式半正定松弛

线性分式半正定松弛(Linear Fractional SemiDefinite Relaxation,LFSDR)是半正

定松弛(SemiDefinite Relaxation,SDR)的简单变种，下面首先介绍SDR，在SDR的基

础上介绍 LFSDR。
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(1). SDR

考虑下面实值二次约束二次优化问题

min
v∈S𝑛

vTCv (5-14a)

s.t. vTB𝑖v D𝑖 𝑑𝑖, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-14b)

其中D𝑖可以表示≥、=或者≤， C,B𝑖 ∈ S𝑛，其中S𝑛 表示𝑛×𝑛维实对称矩阵的集

合，问题(5-14)中𝑑𝑖为实数，𝑖= 1, · · · ,𝑚。由于

vTCv = tr(CvvT), vTB𝑖v = tr(B𝑖vvT) (5-15)

在此基础上，我们引入新变量V = vvT，将问题(5-14)重新表述为

min
V∈S𝑛

tr(CV) (5-16a)

s.t. tr(B𝑖V)D𝑖 𝑑𝑖, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-16b)

V ⪰ 0 (5-16c)

rank(V) = 1 (5-16d)

注意到上述问题中添加了约束rank(V) = 1，这是因为 rank(V) = rank(vvT) = 1。

然而，约束(5-16d)为非凸。SDR的基本思想是将秩约束(5-16d)略去，同时将(5-16)

松弛为

min
V∈S𝑛

tr(CV) (5-17a)

s.t. tr(B𝑖V)D𝑖 𝑑𝑖, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-17b)

V ⪰ 0 (5-17c)

上述问题为凸优化问题，可以通过软件包得到全局最优解。

得到问题(5-17)的解之后（记作̂︀V），可以由V̂得到问题(5-14)的可行解。比如

利用特征值分解，可以得到问题(5-14)的一个潜在的解̃︀v =
√
𝜎1u1，其中𝜎1为̂︀V为

最大特征值， u1为其对应的特征向量。另外，还可以从利用随机化的方式从̂︀V中
提取问题的(5-14)的近似解。

(2). LFSDR

作为SDR的变种，LFSDR方法考虑下述问题

min
v∈R𝑛

vTCv

vTFv
(5-18a)

s.t.
vTB𝑖v

vTD𝑖v
D𝑖 𝑑𝑖, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-18b)

139

万方数据



电子科技大学博士学位论文

其中F和D𝑖为半正定矩阵， 𝑖= 1, · · · ,𝑚。定义V = vvT，则可以将问题(5-18)重新

表述为下述关于V的问题

min
V∈S𝑛

tr(CV)

tr(FV)
(5-19a)

s.t.
tr(B𝑖V)

tr(D𝑖V)
D𝑖 𝑑𝑖, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-19b)

V ⪰ 0 (5-19c)

rank(V) = 1 (5-19d)

与SDR技术类似，可以去掉秩约束(5-19d)，将问题(5-19)松弛为

min
V∈S𝑛

tr(CV)

tr(FV)
(5-20a)

s.t. tr[(B𝑖−𝑑𝑖 ·D𝑖)V]D𝑖 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-20b)

tr(D𝑖V)≥ 𝛽, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-20c)

V ⪰ 0 (5-20d)

其中𝛽 > 0为较小的整数，其引入为了防止问题的解为零。问题(5-20)解得后，可

以利用特征值分解或者随机化方法进一步得到原问题(5-18)的近似解。然而，由于

式(5-20a)中代价函数 tr(CV)/tr(FV)的非凸性，导致问题(5-20)非凸，从而无法直

接用工具包进行求解。然而，如后文所述，式(5-20a)中的代价函数实际为拟凸函

数，而问题(5-20)可以利用二分法求解。

5.2.2 拟凸函数和拟凸优化问题

作为凸函数的扩展，拟凸函数具有重要的应用。下面简单介绍拟凸函数、拟

凸优化问题，以及用来解决拟凸问题的二分法。

(1). 拟凸函数

定义 5.2.1 函数𝑓 :R𝑛→R为拟凸函数如果𝑓(·)的定义域以及所有𝛼-下水平集

𝑆𝛼对于∀𝛼 ∈ R均为凸集，其中 𝛼-下水平集合定义为

𝑆𝛼 =
{︀
z
⃒⃒
z ∈ dom(𝑓), 𝑓(z)≤ 𝛼

}︀
(5-21)

图5-1示意了拟凸函数的曲线，其中曲线下面的虚线𝐴𝐵表明了函数的非凸性。

显然，任何凸函数均是拟凸函数，反之则不然。

定义 5.2.2 如果函数−𝑓(·)为拟凸函数，则函数𝑓(·)为拟凹函数。如果𝑓(·)既
是拟凸又是拟凹，则我们称其为拟线性函数。
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图 5-1拟凸函数示意图

由上面定义可知，式(5-20)中代价函数𝑓(V)= tr(CV)/tr(FV)为拟线性函数。

(2). 拟凸优化问题

拟凸优化问题具有下面形式

min
z

𝑓0(z) (5-22a)

s.t. 𝑓𝑖(z)≤ 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-22b)

ℎ𝑖(z) = 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑝 (5-22c)

其中𝑓0(z)为拟凸函数，𝑓𝑖(z)为凸函数， ℎ𝑖(z)为仿射函数。

为了解问题(5-22)，借助上镜图的概念将其重新表述为

min
z

𝜏 (5-23a)

s.t. 𝑓0(z)≤ 𝜏 (5-23b)

𝑓𝑖(z)≤ 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-23c)

ℎ𝑖(z) = 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑝 (5-23d)

注意到由于𝑓0为拟凸函数，因此不等式约束集
{︀
(z, 𝜏)

⃒⃒
𝑓0(z)≤ 𝜏

}︀
为非凸集合，即

问题(5-23)非凸。然而，对于固定的𝜏，下面的可行集问题为凸

find z (5-24a)

s.t. 𝑓0(z)≤ 𝜏 (5-24b)

𝑓𝑖(z)≤ 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑚 (5-24c)

ℎ𝑖(z) = 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑝 (5-24d)
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问题(5-24)的凸约束集（记为𝒞𝜏）可以表示为

𝒞𝜏 =
{︀
z
⃒⃒
𝑓0(z)≤ 𝜏,𝑓𝑖(z)≤ 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑚, ℎ𝑖(z) = 0, 𝑖= 1, · · · ,𝑝

}︀
(5-25)

且上述集合满足

𝒞𝜏 ⊆ 𝒞𝑠, ∀𝜏 ≤ 𝑠 (5-26)

更重要的是，记𝜏*为问题 (5-23)的最优解，则当 𝜏 ≥ 𝜏*时有𝒞𝜏 ̸= ∅，当𝜏 < 𝜏*时

有𝒞𝜏 = ∅。
对于问题(5-23)，通常使用二分法进行求解。简单来讲，优化问题(5-23)可以

通过迭代减小𝜏直到问题(5-24)对于 𝜏 ∈ [𝜏*, 𝜏* + 𝜖]可解，其中 𝜖为设定的正实数。

具体来讲，首先假设𝜏*位于[𝑙,𝑢]内，其中区间的上界𝑙和上界𝑢可以根据约束条件

确定。之后检验𝜏 = (𝑙+ 𝑢)/2时问题(5-24) 的可行性。如果问题(5-24)可行，则更

新𝑢为𝑢 = 𝜏，否则更新𝑙为𝑙 = 𝜏。使用新的区间[𝑙,𝑢]再次对凸可行问题(5-24)进行

测试，并迭代上述过程直至𝑢− 𝑙 ≤ 𝜖。上述𝜖次优二分法的总结见算法16。注意到

问题(5-20)实际上为问题(5-22)的特例。因此问题(5-20)可以用上述二分法直接求

解。

5.3 基于线性分式半正定松弛和拟凸优化的高性能波束综合

下面基于线性分式半正定松弛和拟凸优化实现高性能波束方向图综合。考虑

主瓣损失最小化和凹口电平最小化两种场景。

5.3.1 主瓣损失最小化

为了得到较高的输出SNR，需要在满足波束方向图约束下实现主瓣损失最小

化。具体来讲，在旁瓣区域内通常对波束辐射方向图进行上限约束，在主瓣内则

对方向图同时进行上限和下限约束。在对波束方向图进行形状约束的基础上，我

们建立如下问题实现阵列增益最大化

max
w

𝐺(w) (5-27a)

s.t. 𝐵(𝜃,𝜃0)≤ 𝜌(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-27b)

𝑙(𝜃)≤𝐵(𝜃,𝜃0)≤ 𝑢(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-27c)

其中𝜌(𝜃)代表旁瓣角度区域Ω𝑆 内的上限电平约束， 𝑙(𝜃)和𝑢(𝜃) 分别代表主瓣区

域Ω𝑀内的上限和下限电平约束。
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算法 16利用二分法求解拟凸问题(5-22)

1: 输入：𝑙，𝑢，𝜖满足𝑢− 𝑙 ≥ 𝜖。

2: while 𝑢− 𝑙 ≥ 𝜖 do

3: 更新𝜏 = (𝑙+𝑢)/2。

4: 测试凸问题(5-24)。

5: 如果问题(5-24)可行（即𝒞 ≠ ∅），更新𝑢= 𝜏；否则更新𝑙 = 𝜏。

6: end while

7: 输出：问题(5-24)的解zopt。

根据式(5-2)中 𝐵(𝜃,𝜃0)以及式(5-9)中 𝐺(w)的表达式，问题(5-27)可以重新表

述为

min
w

−wHa(𝜃0)aH(𝜃0)w

wHΞw
(5-28a)

s.t.
wHa(𝜃)aH(𝜃)w

wHa(𝜃0)aH(𝜃0)w
≤ 𝜌(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-28b)

𝑙(𝜃)≤ wHa(𝜃)aH(𝜃)w

wHa(𝜃0)aH(𝜃0)w
≤ 𝑢(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-28c)

注意到问题(5-27)中的最大化问题已经转换为上述的最小化问题。为了进一步解

问题(5-28)，定义

A𝜃 , a(𝜃)aH(𝜃) ∈ C𝑁×𝑁 (5-29)

则不难将问题(5-28)转到实数域处理，如下面问题所述

miñ︀w −
̃︀wH ̃︀A𝜃0 ̃︀w̃︀wH̃︀Ξ̃︀w (5-30a)

s.t.
̃︀wH ̃︀A𝜃 ̃︀w̃︀wH ̃︀A𝜃0 ̃︀w ≤ 𝜌(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-30b)

𝑙(𝜃)≤
̃︀wH ̃︀A𝜃 ̃︀w̃︀wH ̃︀A𝜃0 ̃︀w ≤ 𝑢(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-30c)

其中̃︀A𝜃，̃︀Ξ， ̃︀w分别定义为
̃︀A𝜃 ,

⎡⎣ℜ{A𝜃} −ℑ{A𝜃}
ℑ{A𝜃} ℜ{A𝜃}

⎤⎦ ∈ R2𝑁×2𝑁 (5-31a)

̃︀Ξ,

⎡⎣ℜ{Ξ} −ℑ{Ξ}
ℑ{Ξ} ℜ{Ξ}

⎤⎦ ∈ R2𝑁×2𝑁 (5-31b)

̃︀w ,
[︁
ℜ(wT) ℑ(wT)

]︁T
∈ R2𝑁 (5-31c)
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对问题(5-30)应用LFSDR技术，可以得到下面松弛问题

miñ︁W −
tr(̃︀A𝜃0

̃︁W)

tr(̃︀Ξ̃︁W)
(5-32a)

s.t. tr[(̃︀A𝜃−𝜌(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-32b)

tr[(̃︀A𝜃−𝑢(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-32c)

tr[(̃︀A𝜃− 𝑙(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≥ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-32d)

tr(̃︁W)≥ 𝛽 (5-32e)̃︁W ⪰ 0 (5-32f)

其中𝛽为小的正数，如问题(5-20)中所描述，̃︁W的秩为一，定义为
̃︁W , ̃︀w̃︀wT ∈ R2𝑁×2𝑁 (5-33)

注意到在问题(5-32)中，松弛操作将非凸约束 rank(̃︁W) = 1省去。

如前所述，(5-32)为拟凸优化问题，其可进一步表述为

miñ︁W 𝜏 (5-34a)

s.t. tr[(̃︀A𝜃0 + 𝜏 · ̃︀Ξ)̃︁W]≥ 0 (5-34b)

tr[(̃︀A𝜃−𝜌(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-34c)

tr[(̃︀A𝜃−𝑢(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-34d)

tr[(̃︀A𝜃− 𝑙(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≥ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-34e)

tr(̃︁W)≥ 𝛽 (5-34f)̃︁W ⪰ 0 (5-34g)

相应地，对于固定的𝜏，下面问题为凸

find ̃︁W (5-35a)

s.t. tr[(̃︀A𝜃0 + 𝜏 · ̃︀Ξ)̃︁W]≥ 0 (5-35b)

tr[(̃︀A𝜃−𝜌(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-35c)

tr[(̃︀A𝜃−𝑢(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-35d)

tr[(̃︀A𝜃− 𝑙(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≥ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-35e)

tr(̃︁W)≥ 𝛽 (5-35f)̃︁W ⪰ 0 (5-35g)

而且，由不等式(5-11)可知 𝜏 ∈ [−𝐺(w),0]，其中w可由式(5-10)计算得到。基
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于此，问题(5-32)的解（记为̃︁W1）可以利用算法16中的二分法得到。相应地，̃︀w1则

可以进一步由特征值分解或随机化方法得到。最终，根据式(5-31c)，可以得到最

终权向量如下所示

̂︀w = [̃︀w1(1), · · · , ̃︀w1(𝑁)]T+ 𝑗[̃︀w1(𝑁 +1), · · · , ̃︀w1(2𝑁)]T =
[︁
I𝑁 𝑗I𝑁

]︁ ̃︀w1 (5-36)

其中̃︀w1(𝑛)为 ̃︀w1的第𝑛个元素，I𝑁 为𝑁 ×𝑁维单位矩阵。

5.3.2 凹口电平最小化

下面在对阵列增益和主瓣形状进行约束下，考虑旁瓣某区域凹口最小化问题。

具体来讲，我们对主瓣同时进行上限和下限约束，同时约束阵列增益高于某特定

值。在此基础上，求解权向量使得某旁瓣区域电平最小化。数学上，上述问题可

以描述为

min
w

max
𝜃∈Ω𝑆

𝐵(𝜃,𝜃0) (5-37a)

s.t. 𝑙(𝜃)≤𝐵(𝜃,𝜃0)≤ 𝑢(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-37b)

𝐺(w)≥ 𝜂 (5-37c)

其中Ω𝑆为旁瓣最小化区域， Ω𝑀为主瓣区域， 𝑙(𝜃)和𝑢(𝜃)主瓣最低约束电平和最

高约束电平，𝜂为某设定的阵列增益阈值。

上述问题可以等价地表述为

min
w

𝜏 (5-38a)

s.t. 𝐵(𝜃,𝜃0)≤ 𝜏, 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-38b)

𝑙(𝜃)≤𝐵(𝜃,𝜃0)≤ 𝑢(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-38c)

𝐺(w)≥ 𝜂 (5-38d)

为了便于执行，我们将问题(5-38)转到实数域处理，如下面问题所述

min
w

𝜏 (5-39a)

s.t.
̃︀wH ̃︀A𝜃 ̃︀w̃︀wH ̃︀A𝜃0 ̃︀w ≤ 𝜏, 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-39b)

𝑙(𝜃)≤
̃︀wH ̃︀A𝜃 ̃︀w̃︀wH ̃︀A𝜃0 ̃︀w ≤ 𝑢(𝜃), 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-39c)

̃︀wH ̃︀A𝜃0 ̃︀w̃︀wH̃︀Ξ̃︀w ≥ 𝜂 (5-39d)
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其中̃︀A𝜃，̃︀Ξ和 ̃︀w的定义见(5-31)。应用LFSDR技术，可以得到下面拟凸优化问题

miñ︁W 𝜏 (5-40a)

s.t. tr[(̃︀A𝜃− 𝜏 · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-40b)

tr[(̃︀A𝜃−𝑢(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-40c)

tr[(̃︀A𝜃− 𝑙(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≥ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-40d)

tr[(𝜂 · ̃︀Ξ− ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0 (5-40e)

tr(̃︁W)≥ 𝛽 (5-40f)̃︁W ⪰ 0 (5-40g)

其中秩一矩阵̃︁W的定义见式(5-33)。如前文所述，对于固定的𝜏，下面问题为凸

find ̃︁W (5-41a)

s.t. tr[(̃︀A𝜃− 𝜏 · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑆 (5-41b)

tr[(̃︀A𝜃−𝑢(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-41c)

tr[(̃︀A𝜃− 𝑙(𝜃) · ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≥ 0, 𝜃 ∈ Ω𝑀 (5-41d)

tr[(𝜂 · ̃︀Ξ− ̃︀A𝜃0)
̃︁W]≤ 0 (5-41e)

tr(̃︁W)≥ 𝛽 (5-41f)̃︁W ⪰ 0 (5-41g)

而且，不难发现 𝜏 ∈ [0,𝛾]，其中 𝛾 = max
𝜃∈Ω𝑆

𝐵(𝜃,𝜃0)，𝐵(𝜃,𝜃0)代表权向量 w的

归一化波束方向图。类似地，可以利用二分法来得到问题(5-41)的解̃︁W2。最终的

权向量可以用下式计算得到

̂︀w =
[︁
I𝑁 𝑗I𝑁

]︁
w2 (5-42)

其中w2可以通过对 ̃︁W2进行特征值分解或者随机化操作得到。

在白噪声背景下（即Ξ= I），同时若对权向量施加唯相位约束，此时wHΞw为

常数，所建立的问题可以借助半正定松弛解决，如文献[48]所讨论。此外，不同于

文献[48]，问题(5-37a)建立了最大最小化问题来实现凹口最小化，从而可以得到等

电平的凹口深度。综上，本节算法可以认为是文献[48]中唯相位方法的扩展。

5.4 仿真实验

本节通过仿真实验来验证所提方法的性能。简单起见，考虑高斯白噪声，此

时可知静态权向量w等于a(𝜃0)。为了展示合成方向图的主瓣损失，考虑衰减后
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的方向图𝑃 (𝜃,𝜃0)，见式(5-13)的定义。实验中取𝛽 = 0.1，𝜖 = 10−6。为了对比性

能，另外将测试文献[48]中的唯相位方法，文献[43]中的凸优化方法，文献[137]中

的A2RC方法，以及文献[154]中的凹凸过程方法(convex-concave procedure,CCP)。

5.4.1 主瓣损失最小化

下面利用两种阵列配置来实现主瓣最小化。

(1). 等距线阵下单个区域等电平旁瓣约束

考虑32阵元各向同性等距线阵，阵元间距为半波长。波束中心取为𝜃0=−30∘，

旁瓣区域Ω𝑆 = [50∘,65∘]电平上限为−50dB。

图5-2展示了上述参数配置下的方向图，由图可以看出所有测试方法均可以在

区间Ω𝑆内达到理想的旁瓣电平。而且，可以看出所提方法与凸优化方法得到相同

的方向图。考虑阵列增益损失，所提方法的主瓣损失为0.058dB，比唯相位方法

和A2RC方法的损失要低。
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图 5-2等距线阵主瓣增益损失最小方向图结果对比

正如文献[48]阐述，在凹口深度和主瓣增益损失两方面需要折衷考量。图5-

3描绘了主瓣损失随凹口电平的变化情况，从中可以看出凹口电平越高，主瓣损失

最小。该结论对所有测试方法均成立。对于给定的旁瓣凹口电平，所提方法的主

瓣损失要低于其它测试方法。而且，当凹口接近−30dB（约等于静态方向图在凹

口区间的电平）时，所有方法的主瓣损失趋于零，所得到的权向量实际上退化为

静态权向量w。

(2). 随机线阵非等电平旁瓣和平顶主瓣约束

为了进一步测试所提方法在主瓣损失最小化方面的性能，下面考虑20阵元各

向同性非等距线性阵列，其阵元位置信息见表5-1。取波束中心为𝜃0 = 10∘。期望
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图 5-3主瓣损失随凹口最高电平变化曲线

旁瓣电平随角度变化。具体地，凹口区域为Ω𝑆 = [−40∘,−20∘]∪[50∘,60∘]，其中区
域[−40∘,−20∘]的电平上限为−30dB，区域[50∘,60∘]的电平上限为−40dB。除此之

外，主瓣区域[5∘,15∘]期望形成为平顶电平，波纹小于0.5dB。

表 5-1非等距线阵阵元位置及得到的权向量

𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑤𝑛 𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑤𝑛

1 0.00 0.1038𝑒+𝑗1.6074 11 5.15 0.7634𝑒−𝑗2.3479

2 0.45 0.2107𝑒+𝑗2.0508 12 5.68 0.8781𝑒−𝑗1.6678

3 0.92 0.2704𝑒+𝑗2.4490 13 6.23 0.9308𝑒−𝑗1.1390

4 1.35 0.2777𝑒−𝑗3.1135 14 6.68 0.9216𝑒−𝑗0.6140

5 1.98 0.1933𝑒−𝑗2.8021 15 7.25 1.0000𝑒+𝑗0.0000

6 2.41 0.0949𝑒−𝑗1.9877 16 7.80 0.7046𝑒+𝑗0.5811

7 3.02 0.0275𝑒+𝑗1.8551 17 8.25 0.7108𝑒+𝑗1.1360

8 3.62 0.3082𝑒+𝑗2.2844 18 8.88 0.5279𝑒+𝑗1.7313

9 4.12 0.3849𝑒+𝑗2.8386 19 9.26 0.2592𝑒+𝑗2.3173

10 4.52 0.5748𝑒−𝑗2.8941 20 9.80 0.1914𝑒+𝑗2.5509

由于上述场景下无法应用凸优化方法，下面仅对比所提方法与文献[48]的唯

相位方法， A2RC方法，以及凹凸过程方法。各方法得到的方向图见图5-4，表5-1

列出了所提方法的权向量取值。由图5-4可以看出，尽管唯相位方法和 A2RC方法
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均可以得到满意的旁瓣电平，但两种方法无法得到满意的平顶主瓣。所提方法和

凹凸过程可以在主瓣和旁瓣区域得到满意的方向图结果。对比主瓣损失可以发现，

所提方法的损失为8.1034dB，低于凹凸方法的9.5637dB。
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图 5-4平顶主瓣方向图结果对比

5.4.2 凹口电平最小化

下面通过仿真实验来验证所提方法在凹口电平最小化方面的性能。

(1). 等距线阵

该实验中，考虑32各向同性阵元等距线阵，阵元间距为半波长。主瓣波束中

心为𝜃0 = 50∘，允许主瓣损失为𝜂 = 0.15dB，凹口区域为 Ω𝑆 = [−70∘,−50∘]，该区

域内方向图电平期望进行最小化。仿真中不对主瓣区域进行额外的旁瓣约束。

图5-5对比了不同方法的仿真结果，从图中可以看出所有方法的主瓣损失均满

足期望要求。所提方法和凸优化方法可以获得−55dB的等旁瓣电平，而唯相位方

法和A2RC方法的的最大凹口电平分别为 −41dB和−40dB。由于所提方法在满足

主瓣损失的条件下获得最深的凹口电平，所以其性能优于其它方法。

下面将可允许主瓣损失由0dB变化到0.21dB，测试不同方法得到的凹口电平

如图5-6所示。由图5-6可以看出，对于所有测试算法，可允许增益损失越大，得

到的旁瓣凹口越深。对于给定的可允许主瓣损失，所提方法和凸优化方法得到的

凹口电平低于唯相位方法和A2RC方法。而且，当取𝜂为0dB时（即不允许存在增

益损失），所有方法得到的凹口电平均为−25dB，这实际上刚好等于静态方向图

在Ω𝑆区域内的最大方向图电平。上述场景下，所有方法得到的权向量退化为静态

权。
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图 5-5 32阵元等距线阵凹口电平最小得到的方向图结果对比
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图 5-6得到的凹口电平随可允许主瓣损失变化曲线

(2). 各向异性线性随机阵列

该实验中考虑33阵元各向异性随机阵列，第𝑛个阵元方向图函数满足:

𝑔𝑛(𝜃) =
cos [𝜋𝑙𝑛sin(𝜃+ 𝜁𝑛)]− cos(𝜋𝑙𝑛)

cos(𝜃+ 𝜁𝑛)
(5-43)

其中𝜁𝑛和𝑙𝑛分别代表阵元方向和长度。设定主瓣波束中心为𝜃0 = 30∘，取可允许的

主瓣损失为𝜂=3dB，凹口区域取为Ω𝑆 = [−40∘,−20∘]。除此之外，主瓣区域Ω𝑀 =

[27∘,33∘]内期望得到平顶电平。图5-7对比了不同方法的方向图结果。

由图中可以看出，唯相位方法在主瓣区域无法得到期望的平顶电平，且其在

凹口区域Ω𝑆的电平较高。凹凸过程方法，A2RC方法以及所提方法在给定主瓣区
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图 5-7各向异性线性随机阵列凹口最小方向图结果对比

域均可以获得满意的方向图，且得到的增益损失满足给定要求。旁瓣区域Ω𝑆内，

A2RC方法得到的最大电平约为−44dB。所提方法的凹口电平低于−80dB，该值均

低于凹凸过程与 A2RC方法的相应值。

5.5 本章小结

本章讨论了基于线性分式半正定松弛和拟凸优化的高性能阵列方向图综合。

主要研究了主瓣损失最小化和凹口最小化两个问题。具体地，首先利用半正定松

弛将原始问题转换为拟凸优化问题。在此基础上利用二分法对拟凸优化问题进行

求解。最后利用特征值分解或随机化操作得到最终的权向量。所提方法适用于任

意阵列，且对噪声协方差矩阵没有限制。仿真实验证实了所提算法的有效性。
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第六章 唯相位方向图控制的几何方法

由于硬件的限制，有时需要进行唯相位的方向图控制，即只改变阵元加权的

相位，而固定幅度权值不变。已有的唯相位方向图控制方法没有解析解，同时运

算量较大。研究具有解析形式的唯相位方向图控制方法具有重要的理论和应用价

值。

本章首先研究了唯相位阵列响应调整的几何解释，在此基础上提出利用多

边形构成进行问题求解。之后对几何方法的解进行了深入分析，并提出一种基

于WORD方法的相位确定算法。所提的几何方法有解析形式解，且可以有效避免

方向图畸变现象。实验仿真证实了所提方法的有效性。

6.1 唯相位阵列响应调整的几何解释

考虑𝑁元阵列，假设𝑁 ≥ 3。给定某权向量wpre，需要设计一个新的权向量

wnew（只调节权向量的相位）实现将𝜃𝑐处的归一化阵列响应调节为𝜌𝑐，即满足

𝐿new(𝜃𝑐, 𝜃0),
|wH

newa(𝜃𝑐)|2

|wH
newa(𝜃0)|2

= 𝜌𝑐 (6-1)

其中𝜃0为主瓣波束中心，a(𝜃)代表𝜃方向的导向矢量，权向量wnew和 wpre的第𝑛个

元素（分别记为𝑤new,𝑛和 𝑤pre,𝑛）满足下述条件

𝑤new,𝑛 = |𝑤pre,𝑛| · 𝑒𝑗𝜑𝑛 , 𝑛= 1, · · · ,𝑁 (6-2)

其中𝜑𝑛 = ∠𝑤new,𝑛。通过引入相位参数𝜓𝑐 ∈ [0,2𝜋)，可以将二次式(6-1)简化为

wH
newa(𝜃𝑐)

wH
newa(𝜃0)

=
√
𝜌𝑐𝑒

𝑗𝜓𝑐 (6-3)

或等价地，

wH
new (a(𝜃𝑐)−

√
𝜌𝑐𝑒

𝑗𝜓𝑐a(𝜃0))⏟  ⏞  
,h(𝜃𝑐,𝜃0,𝜌𝑐,𝜓𝑐)

=
𝑁∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛|𝑤pre,𝑛|𝑒−𝑗𝜑𝑛=0 (6-4)

其中ℎ𝑛代表h(𝜃𝑐, 𝜃0,𝜌𝑐,𝜓𝑐)的第𝑛个元素。如何选择相位𝜓𝑐将在后文讨论，这里假

设𝜓𝑐已知。给定𝜃𝑐，𝜃0，𝜌𝑐以及𝜓𝑐，下面讨论如何确定相位𝜑𝑛(𝑛 = 1, · · · ,𝑁 ) 使得

式(6-4)成立。

为了简化符号，定义

𝑣𝑛 , ℎ𝑛 · |𝑤pre,𝑛|, 𝑛= 1, · · · ,𝑁 (6-5)
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则式(6-4)等价于
∑︀𝑁

𝑛=1 𝑣𝑛𝑒
−𝑗𝜑𝑛 = 0。在复平面上，𝑣𝑛𝑒

−𝑗𝜑𝑛对应于向量
−−−−−→
𝑣𝑛𝑒

−𝑗𝜑𝑛，其

坐标为
(︀
ℜ(𝑣𝑛𝑒−𝑗𝜑𝑛),ℑ(𝑣𝑛𝑒−𝑗𝜑𝑛)

)︀
。借助几何思想，式(6-4)可以等价地表示为

𝑁∑︁
𝑛=1

−−−−−→
𝑣𝑛𝑒

−𝑗𝜑𝑛 =
𝑁∑︁
𝑛=1

−−−−−−−−−→
|𝑣𝑛|𝑒𝑗(𝜗𝑛−𝜑𝑛) =

−→
0 (6-6)

其中𝜗𝑛 = ∠𝑣𝑛 = ∠ℎ𝑛，𝑛 = 1, · · · ,𝑁。则解等式(6-4)的问题等价于如何在复平面上

旋转向量−→𝑣𝑛(𝑛= 1, · · · ,𝑁 )使得其和为零向量，如图 6-1所示。事实上，上述问题等

价于如何在复平面构造多边形，其中该多边形各边长度刚好为|𝑣𝑛|，𝑛=1, · · · ,𝑁。
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图 6-1多边形构造示意图

6.2 基于三角形构造的几何解

下面研究方程(6-6) 的可行性，并给出一种基于三角形构造的几何解。首先，

定义置换矩阵J将|𝑣1|, · · · , |𝑣𝑁 |按降序排列为

[𝑑1, · · · ,𝑑𝑁 ]T = J [|𝑣1|, · · · , |𝑣𝑁 |]T (6-7)

其中𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ·· · ≥ 𝑑𝑁 > 0。利用上述符号，不难发现解方程(6-6)（关于参数𝜑𝑛）

等价于求解相位{𝜙1, · · · ,𝜙𝑁}使得下式成立
𝑁∑︁
𝑖=1

−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖 =
−→
0 (6-8)

其中𝜑𝑛和𝜙𝑛满足下述关系

[𝜑1, · · · ,𝜑𝑁 ]T= [𝜗1, · · · ,𝜗𝑁 ]T−JT [𝜙1, · · · ,𝜙𝑁 ]T (6-9)

上式中用到了性质J−1 = JT。因此，相位𝜑𝑛(𝑛 = 1, · · · ,𝑁 )的确定转换为如何求解

相位𝜙𝑖(𝑛= 1, · · · ,𝑁 )使得式(6-8)成立。进一步讨论之前，首先介绍下面引理。
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引理 6.2.1 假设𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ·· · ≥ 𝑑𝑁 > 0，同时定义分段求和函数𝑄(·)满足

𝑄(𝑘, 𝑙),
𝑙∑︁

𝑖=𝑘

𝑑𝑖, 1≤ 𝑘 ≤ 𝑙 ≤𝑁 (6-10)

如果

𝑑1 ≤𝑄(2,𝑁) (6-11)

则有

𝑑1 ≥ min
𝑖∈{2,··· ,𝑁−1}

|𝑄(2, 𝑖)−𝑄(𝑖+1,𝑁)| (6-12)

证明 见附录D.1。 ■

基于引理6.2.1，可以得到下面重要推论。

推论 6.2.1 如果𝑑1 ≤𝑄(2,𝑁)，则非线性方程(6-8)有下面解

𝜙𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜋, 𝑖= 1

𝛼1, 2≤ 𝑖≤𝑚

𝛼1+𝛼2+𝜋, 𝑚+1≤ 𝑖≤𝑁

(6-13)

其中𝑚满足

𝑚= arg min
𝑖∈{2,··· ,𝑁−1}

|𝑄(2, 𝑖)−𝑄(𝑖+1,𝑁)| (6-14)

𝛼1和𝛼2定义如下

𝛼1 = acos

(︂
𝑑21+𝑄

2(2,𝑚)−𝑄2(𝑚+1,𝑁)

2𝑑1𝑄(2,𝑚)

)︂
(6-15a)

𝛼2 = acos

(︂
𝑄2(2,𝑚)+𝑄2(𝑚+1,𝑁)−𝑑21

2𝑄(2,𝑚)𝑄(𝑚+1,𝑁)

)︂
(6-15b)

证明 给定满足式(6-14)的𝑚，如果式(6-11)成立，即

𝑑1 ≤𝑄(2,𝑁) =𝑄(2,𝑚)+𝑄(𝑚+1,𝑁) (6-16)

则由引理6.2.1可以得到

𝑑1 ≥ |𝑄(2,𝑚)−𝑄(𝑚+1,𝑁)| (6-17)

上式意味着𝑑1，𝑄(2,𝑚)和𝑄(𝑚+1,𝑁)三条边可以构成三角形，如图6-2所示，其

中 𝛼1代表𝑑1和𝑄(2,𝑚)之间的夹角， 𝛼2代表𝑄(2,𝑚)和𝑄(𝑚+ 1,𝑁)之间的夹角，

𝛼1和𝛼2的定义见式(6-15)。以几何方式，我们得到
−−−→
𝑑1𝑒

𝑗𝜋+
−−−−−−−−→
𝑄(2,𝑚)𝑒𝑗𝛼1 +

−−−−−−−−−−−−−−−−−→
𝑄(𝑚+1,𝑁)𝑒𝑗(𝛼1+𝛼2+𝜋) =

−→
0 (6-18)

上式表明，等式(6-8)存在解(6-13)。证毕。 ■
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图 6-2三角形构造示意图

推论6.2.1给出了等式(6-8)可行的充分条件（即式(6-11)）。而且，推论6.2.1借

助三角形构造给出了问题(6-8)的一个解析解。利用式(6-13)中直接相位选取的方

式，由式(6-9)可以得到𝜑𝑛，𝑛 = 1, · · · ,𝑁，即可实现前文所述的唯相位阵列响应控
制。

为了验证上述结果，下面考虑一等距线阵，阵元间距为半波长，阵元个数

为𝑁 = 16，阵元方向图各向同性。波束中心固定在𝜃0 =−20∘，已有权向量设置为

wpre = a(𝜃0)。另外，取𝜃𝑐 = 30∘， 𝜌𝑐 = −40dB，𝜓𝑐 = 0。上述条件下，可以计算

出𝑚= 8，𝑑1 = 1.0099，𝑄(2,𝑚) = 7.0412，𝑄(𝑚+1,𝑁) = 7.9451，𝛼1 = 151.7380∘，

𝛼2 = 3.4504∘。图6-3描述了wpre和wnew 的方向图。可以看出新的权向量wnew可以

将𝜃𝑐处的电平准确地调节为𝜌𝑐。而且不难检验，wnew各元素与已有权向量wpre具

有相同的模。然而，由图6-3可以发现，相比于wpre的方向图， wnew的方向图在

非控制区域有较大变化。实际上，wnew的方向图产生了畸变。鉴于此，下文将提

出避免波束畸变的改进方法。另外，上文所指的三角形包括三边共线的场景，此

时有 𝑑1 =𝑄(2,𝑚)+𝑄(𝑚+1,𝑁)，𝛼1 = 0， 𝛼2 = 𝜋。

6.3 基于多边形构造的解分析

下面利用多边形构造来对方程(6-8)的解进行分析，并给出相位𝜙𝑛的可行集。

这是后文解问题(6-8)和(6-6)提供了重要的理论基础。进一步讨论之前，首先介绍

下面引理。

引理 6.3.1 给定𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ·· · ≥ 𝑑𝑁 > 0，方程
∑︀𝑁

𝑖=1

−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖 =
−→
0 存在解（或者

等价地，边𝑑𝑖可以形成多边形），当且仅当𝑑1 ≤𝑄(2,𝑁)成立。
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图 6-3利用三角形构造方法得到的方向图结果

证明 见文献[155]。 ■

强于上节中的推论6.2.1所述的充分条件，上述引理6.3.1表明𝑑1 ≤𝑄(2,𝑁)同时

也是方程
∑︀𝑁

𝑖=1

−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖 =
−→
0可行的必要条件。利用几何思想，这意味着所有边𝑑𝑖(𝑖=

1, · · · ,𝑁 )经过旋转后可以构成多边形，当且仅当最长的边（即𝑑1）长度不超过其

它所有边长度之和。注意到当𝑁 = 3时，引理6.3.1 表明三条边𝑑1，𝑑2和𝑑3可以构

成三角形当且仅当𝑑1 ≤ 𝑑2+𝑑3。这与常识相吻合（注意到由于𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ 𝑑3 > 0，

𝑑1 ≥ 𝑑2−𝑑3已经满足）。利用上述引理6.3.1，下面分析方程
∑︀𝑁

𝑖=1

−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖 =
−→
0的解。

由于等式
∑︀𝑁

𝑖=1

−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖 =
−→
0在经过某相移后仍然成立，简单起见，我们参照

图6-2来选取𝜙1满足

𝜙1,⋆ = 𝜋 (6-19)

根据推论6.2.1，三条边 𝑑1，𝑄(2,𝑚)和𝑄(𝑚+1,𝑁)可以构成三角形，如图 6-2所示，

其中 𝑚的定义见式(6-14)。实际上，通过对
−−−−→
𝑑2𝑒

𝑗𝜙2 进行一定角度的旋转，多边形

的形状可以保持。为了进一步分析，下面绘制辅助向量
−−−→
𝑥2𝑒

𝑗𝛾2（其模值为𝑥2 相位

为𝛾2）由向量
−→
0的终点指向向量

−−−→
𝑑1𝑒

𝑗𝜋+
−−−−→
𝑑2𝑒

𝑗𝜙2的终点，如图6-4所示。可以看出，

所有的边𝑑𝑖(𝑖= 1, · · · ,𝑁 )可以构成多边形当且仅当

1)三条边𝑑1，𝑑2和𝑥2可以构成三角形。

2)边𝑥2，𝑑3，· · ·，𝑑𝑁 可以构成多边形。
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图 6-4多边形构造的几何示意图

由引理6.3.1，上述两个条件满足当且仅当

𝑑1−𝑑2 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑑1+𝑑2 (6-20a)

𝑑3 ≥ 𝑥2, 𝑑3 ≤ 𝑥2+
𝑁∑︁
𝑘=4

𝑑𝑘 (6-20b)

或

𝑑1−𝑑2 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑑1+𝑑2 (6-21a)

𝑥2 ≥ 𝑑3, 𝑥2 ≤
𝑁∑︁
𝑘=3

𝑑𝑘 (6-21b)

经过计算，可以得到𝑥2的可行集（记为X2 = [𝑥2,min,𝑥2,max]）为

X2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣max

{︃
𝑑1−𝑑2,𝑑3−

𝑁∑︁
𝑘=4

𝑑𝑘

}︃
⏟  ⏞  

𝑥2,min

,min

{︃
𝑑1+𝑑2,

𝑁∑︁
𝑘=3

𝑑𝑘

}︃
⏟  ⏞  

𝑥2,max

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (6-22)

利用辅助向量
−−−→
𝑥2𝑒

𝑗𝛾2 以及式(6-22)中 𝑥2的范围，我们可以进一步得到相位𝜙2

的可行集。具体来讲，由于𝑑1，𝑑2和𝑥2可以形成三角形，𝑑1和𝑑2的夹角（记为𝛿2）

可以表示为

𝛿2 = acos

(︂
𝑑21+𝑑

2
2−𝑥22

2𝑑1𝑑2

)︂
(6-23)

由于𝑥2可以在集合X2内取值，不难得到

𝛿2 ∈ [𝛿2,min, 𝛿2,max] (6-24)
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其中

𝛿2,min = acos

(︃
𝑑21+𝑑

2
2−𝑥22,min

2𝑑1𝑑2

)︃
(6-25a)

𝛿2,max = acos

(︃
𝑑21+𝑑

2
2−𝑥22,max

2𝑑1𝑑2

)︃
(6-25b)

注意到边𝑑2可以沿着向量 −
−−−→
𝑑1𝑒

𝑗𝜋 进行顺时针或逆时针方向旋转（旋转角度为𝛿2）。

可以得到，𝜙2的可行集为

𝜙2 ∈ [−𝛿max,−𝛿min]∪ [𝛿min, 𝛿max] (6-26)

为了更好地理解上述描述，我们绘制了图6-5来展示更多细节。图6-5的红色

虚箭头代表可行的向量
−−−−→
𝑑2𝑒

𝑗𝜙2，紫色区域为其扫过的区域。如果将𝜙2选取为 𝜙2,⋆

（如何选取将在下文讨论），响应的
−−−−→
𝑥2𝑒

𝑗𝛾2,⋆ （𝛾2,⋆表示𝛾2的最终值）满足

−−−−→
𝑥2𝑒

𝑗𝛾2,⋆ =
−−−−−→
𝑑1𝑒

𝑗𝜙1,⋆ +
−−−−−→
𝑑2𝑒

𝑗𝜙2,⋆ (6-27)
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图 6-5确定相位𝜙2可行集的几何示意图

给定
−−−−−→
𝑑1𝑒

𝑗𝜙1,⋆，
−−−−−→
𝑑2𝑒

𝑗𝜙2,⋆以及得到的
−−−−→
𝑥2𝑒

𝑗𝛾2,⋆，可以用类似的方式得到𝜙3的可行

集。为了满足(6-8)，边𝑥2，𝑑3，· · ·，𝑑𝑁 需要构成多边形。此时，可以绘制辅助向
量

−−−→
𝑥3𝑒

𝑗𝛾3 由向量
−→
0的终点指向向量

−−−−→
𝑥2𝑒

𝑗𝛾2,⋆+
−−−−→
𝑑3𝑒

𝑗𝜙3的终点。不难看出，边𝑥2，𝑑3，

· · ·，𝑑𝑁可以形成多边形当且仅当
1)边𝑥2，𝑑3和𝑥3可以构成三角形。

2)边𝑥3，𝑑4，· · ·，𝑑𝑁 可以构成多边形。
参照确定𝜙2的可行集的方式，可以得到𝜙3的可行集。基于此，可以得到依照一定
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准则选取最终的𝜙3（详见下节）。最终的
−−−−→
𝑥3𝑒

𝑗𝛾3,⋆满足

−−−−→
𝑥3𝑒

𝑗𝛾3,⋆ =
−−−−→
𝑥2𝑒

𝑗𝛾2,⋆ +
−−−−−→
𝑑3𝑒

𝑗𝜙3,⋆ =
3∑︁

𝑘=1

−−−−−→
𝑑𝑘𝑒

𝑗𝜙𝑘,⋆ (6-28)

更一般地，如果
−−−−−−→
𝑥𝑖−1𝑒

𝑗𝛾𝑖−1 已经确定为
−−−−−−−→
𝑥𝑖−1𝑒

𝑗𝛾𝑖−1,⋆ 满足

−−−−−−−→
𝑥𝑖−1𝑒

𝑗𝛾𝑖−1,⋆ =
−−−−−−−→
𝑥𝑖−2𝑒

𝑗𝛾𝑖−2,⋆ +
−−−−−−−−→
𝑑𝑖−1𝑒

𝑗𝜙𝑖−1,⋆ =
𝑖−1∑︁
𝑘=1

−−−−−→
𝑑𝑘𝑒

𝑗𝜙𝑘,⋆ (6-29)

为了得到 𝜙𝑖的可行集，绘制辅助向量
−−−→
𝑥𝑖𝑒

𝑗𝛾𝑖由
−→
0的终点指向

−−−−−−−→
𝑥𝑖−1𝑒

𝑗𝛾𝑖−1,⋆ +
−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖的

终点，𝑖= 2，· · ·，𝑁 −2，其中𝑥1和𝛾1,⋆分别定义如下

𝑥1 , 𝑑1 (6-30a)

𝛾1,⋆ , 𝜙1,⋆ = 𝜋 (6-30b)

为了满足等式(6-8)，边𝑥𝑖−1，𝑑𝑖，· · ·，𝑑𝑁 需要构造为多边形。类似于X1的确定过

程，可以得到𝑥𝑖的可行集（记为X𝑖）如下所示

X𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣max

{︃⃒⃒
𝑥𝑖−1−𝑑𝑖

⃒⃒
,𝑑𝑖+1−

𝑁∑︁
𝑘=𝑖+2

𝑑𝑘

}︃
⏟  ⏞  

,𝑥𝑖,min

,min

{︃
𝑥𝑖−1+𝑑𝑖,

𝑁∑︁
𝑘=𝑖+1

𝑑𝑘

}︃
⏟  ⏞  

,𝑥𝑖,max

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (6-31)

其中𝑖可以取为2，· · ·，𝑁 −2。在进一步计算𝜙𝑖的可行集之前，首先介绍如下定理

来保证集合X𝑖非空性，𝑖= 2，· · ·，𝑁 −2。

定理 6.3.1 如果𝑑1≤𝑄(2,𝑁)，则集合X2非空。如果𝑥𝑖−1 ∈X𝑖−1，则集合X𝑖非
空，其中𝑖= 3，· · ·，𝑁 −2。

证明 见附录D.2。 ■

由于𝑥𝑖−1从相应的集合X𝑖−1中选取，𝑖= 3, · · · ,𝑁 −2，由定理6.3.1可知，所有

的集合X𝑖(𝑖 = 2, · · · ,𝑁 − 2)均非空，只要𝑑1 ≤ 𝑄(2,𝑁)成立。图6-6从几何上示意了

如何确定𝜙𝑖的可行集，𝑖 = 2，· · ·，𝑁 − 2。可以看出，边𝑥𝑖−1和边𝑑𝑖的夹角（记

为𝛿𝑖）满足

𝛿𝑖 = acos

(︃
𝑥2𝑖−1+𝑑

2
𝑖 −𝑥2𝑖

2𝑥𝑖−1𝑑𝑖

)︃
, 𝑖= 2, · · · ,𝑁 −2 (6-32)

集合(6-31)，不难得到

𝛿𝑖 ∈ [𝛿𝑖,min, 𝛿𝑖,max] (6-33)
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其中

𝛿𝑖,min = acos

(︃
𝑥2𝑖−1+𝑑

2
𝑖 −𝑥2𝑖,min

2𝑥𝑖−1𝑑𝑖

)︃
(6-34a)

𝛿𝑖,max = acos

(︃
𝑥2𝑖−1+𝑑

2
𝑖 −𝑥2𝑖,max

2𝑥𝑖−1𝑑𝑖

)︃
(6-34b)

上式中𝑥𝑖,min和𝑥𝑖,max的定义见式(6-31)，𝑖 = 2，· · ·，𝑁 − 2。进一步可以得到𝜙𝑖的

可行集如下所示

𝜙𝑖 ∈Ψ𝑖 ,[𝛾𝑖−1,⋆+𝜋− 𝛿𝑖,max,𝛾𝑖−1,⋆+𝜋− 𝛿𝑖,min]∪

[𝛾𝑖−1,⋆+𝜋+ 𝛿𝑖,min,𝛾𝑖−1,⋆+𝜋+ 𝛿𝑖,max] (6-35)

其中𝑖 = 2，· · ·，𝑁 − 2。图6-6中的紫色区域为向量
−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖扫过的区域，红箭头代

表
−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖。

图 6-6确定相位𝜙𝑖可行集的几何示意图

如果选取𝜙𝑖的最终值为𝜙𝑖,⋆（选取准则见下文），则最终的
−−−−→
𝑥𝑖𝑒

𝑗𝛾𝑖,⋆可以表示为

−−−−→
𝑥𝑖𝑒

𝑗𝛾𝑖,⋆ =
−−−−−−−→
𝑥𝑖−1𝑒

𝑗𝛾𝑖−1,⋆ +
−−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖,⋆ , 𝑖= 2, · · · ,𝑁 −2 (6-36)

上述讨论中，下标𝑖需要满足𝑖 < 𝑁 − 2。当𝑖 = 𝑁 − 2时，所得到的 𝑥𝑁−2与

其余两条边 𝑑𝑁−1和𝑑𝑁需要可以形成三角形，如图 6-7所示。不难进一步得到相

位𝜙𝑁−1和𝜙𝑁的可行集。具体来讲，为了得到满足条件的相位𝜙𝑁−1，可以首先将

边𝑥𝑁−2和𝑑𝑁−1的夹角表示为

𝛿𝑁−1 = acos

(︃
𝑥2𝑁−2+𝑑

2
𝑁−1−𝑑2𝑁

2𝑥𝑁−2𝑑𝑁−1

)︃
(6-37)
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借助图6-7中的几何解释，不难发现𝜙𝑁−1最多有两个可行解，即

𝜙𝑁−1 ∈Ψ𝑁−1 ,{𝛾𝑁−2,⋆+𝜋− 𝛿𝑁−1,𝛾𝑁−2,⋆+𝜋+ 𝛿𝑁−1} (6-38)

而且，由图6-7容易得到
−−−−−→
𝑑𝑁𝑒

𝑗𝜙𝑁 =−
(︂−−−−−−−−−→
𝑥𝑁−2𝑒

𝑗𝛾𝑁−2,⋆ +
−−−−−−−−→
𝑑𝑁−1𝑒

𝑗𝜙𝑁−1

)︂
(6-39)

如果将𝜙𝑁−1的最终选取值记为 𝜙𝑁−1,⋆（详见下文讨论），则𝜙𝑁只有一个备选值

（记为𝜙𝑁,⋆）满足

𝜙𝑁,⋆ = ∠

(︂−−−−−−−−−→
𝑥𝑁−2𝑒

𝑗𝛾𝑁−2,⋆ +
−−−−−−−−−→
𝑑𝑁−1𝑒

𝑗𝜙𝑁−1,⋆

)︂
+𝜋 (6-40)

图 6-7确定相位𝜙𝑁−1和𝜙𝑁的几何示意图

6.4 相位确定

上节中，我们分析了方程(6-8)的解，并得到了相位𝜙𝑖(𝑖 = 2, · · · ,𝑁 )的可行集。

下面讨论如何确定相位 𝜙𝑖,⋆(𝑖= 2, · · · ,𝑁 )，并得到最终的相位𝜑𝑛(𝑛= 1, · · · ,𝑁 )。

首先由式(6-9)可知

J [𝜑1, · · · ,𝜑𝑁 ]T = J [𝜗1, · · · ,𝜗𝑁 ]T− [𝜙1, · · · ,𝜙𝑁 ]T (6-41)

对于任意给定的𝑖 ∈ {1, · · · ,𝑁}，一定存在唯一的𝑛 ∈ {1, · · · ,𝑁}满足 J(𝑖,𝑛) = 1。简

洁起见，记对应的𝑛满足

𝑛= 𝜍(𝑖) (6-42)

其中𝜍(·)返回从1到𝑁的索引值，𝜍(·)的具体形式依赖于置换矩阵J。利用上述标记，
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由等式(6-41)可以得到

𝜑𝜍(𝑖) = 𝜗𝜍(𝑖)−𝜙𝑖, 𝑖= 1, · · · ,𝑁 (6-43)

由于波束方向图在固定的相位旋转下保持不变，且前文取𝜙1,⋆ = 𝜋，我们取最终

的𝜑𝜍(1)为

𝜑𝜍(1),⋆ = 𝜗𝜍(1)−𝜙1,⋆ = 𝜗𝜍(1)−𝜋 (6-44)

当𝑖 ∈ {2, · · · ,𝑁 − 1}时，可以通过选取𝜑𝜍(𝑖)来间接地确定相位𝜙𝑖。具体来讲，
假设𝜙𝑖的可行集已知。由于𝜗𝜍(𝑖)为常数，由式(6-43)可以得到相位𝜑𝜍(𝑖)的可行集（记

为Φ𝜍(𝑖)）满足

Φ𝜍(𝑖) =
{︀
𝜑𝜍(𝑖)

⃒⃒
𝜑𝜍(𝑖) = (𝜗𝜍(𝑖)−𝜙𝑖)2𝜋, 𝜙𝑖 ∈Ψ𝑖

}︀
(6-45)

或者更简洁地表示为

Φ𝜍(𝑖) =

⎧⎨⎩
(︁[︁
𝑎
(𝑙)
𝜍(𝑖)
,𝑎

(𝑟)
𝜍(𝑖)

]︁
∪
[︁
𝑏
(𝑙)
𝜍(𝑖)
, 𝑏

(𝑟)
𝜍(𝑖)

]︁)︁
2𝜋
, 𝑖 ∈ {2, · · · ,𝑁 −2}(︁{︁

𝑐
(𝑙)
𝜍(𝑁−1)

, 𝑐
(𝑟)
𝜍(𝑁−1)

}︁)︁
2𝜋
, 𝑖=𝑁 −1

(6-46)

其中

𝑎
(𝑙)
𝜍(𝑖)

, 𝜗𝜍(𝑖)−𝛾𝑖−1,⋆−𝜋− 𝛿𝑖,max (6-47a)

𝑎
(𝑟)
𝜍(𝑖)

, 𝜗𝜍(𝑖)−𝛾𝑖−1,⋆−𝜋− 𝛿𝑖,min (6-47b)

𝑏
(𝑙)
𝜍(𝑖)

, 𝜗𝜍(𝑖)−𝛾𝑖−1,⋆−𝜋+ 𝛿𝑖,min (6-47c)

𝑏
(𝑟)
𝜍(𝑖)

, 𝜗𝜍(𝑖)−𝛾𝑖−1,⋆−𝜋+ 𝛿𝑖,max (6-47d)

上式中𝑖 ∈ {2, · · · ,𝑁 −2}，另外式(6-46)中的 𝑐
(𝑙)
𝜍(𝑁−1)

和𝑐
(𝑟)
𝜍(𝑁−1)

分别定义为

𝑐
(𝑙)
𝜍(𝑁−1)

, 𝜗𝜍(𝑁−1)−𝛾𝑁−2,⋆−𝜋− 𝛿𝑁−1 (6-48a)

𝑐
(𝑟)
𝜍(𝑁−1)

, 𝜗𝜍(𝑁−1)−𝛾𝑁−2,⋆−𝜋+ 𝛿𝑁−1 (6-48b)

为了避免波束畸变，我们提出选取𝜑𝜍(𝑖)(𝑖= 1, · · · ,𝑁 )接近某设定权向量的相应

相位，其中设定的权向量可以得到理想的波束方向图。具体来讲，建立下述优化

问题来求解最优相位𝜑𝜍(𝑖)(𝑖= 2, · · · ,𝑁 −1)

minimize
𝜑𝜍(𝑖)

|exp(𝑗𝜑𝜍(𝑖))− exp(𝑗∠𝑤𝜍(𝑖))| (6-49a)

subject to 𝜑𝜍(𝑖) ∈ Φ𝜍(𝑖) (6-49b)

式(6-49)中，𝑤𝜍(𝑖) 代表某提前设定权向量w的第 𝜍(𝑖)个元素。而且，w在𝜃𝑐处获得

期望的电平𝜌𝑐，且不产生波束畸变。，需要注意，权向量w可能不满足唯相位约
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束。除此之外，假设w满足

∠𝑤𝜍(1) = 𝜗𝜍(1)−𝜋 (6-50)

此时有 𝜑𝜍(1),⋆ = ∠𝑤𝜍(1)，满足𝑖 = 1时问题(6-49)的最优解。当𝑖 ∈ {2, · · · ,𝑁 −1}时，
不难得知问题(6-49)有下面解析解

𝜑𝜍(𝑖),⋆ =

⎧⎨⎩ ∠𝑤𝜍(𝑖), (∠𝑤𝜍(𝑖))2𝜋 ∈ Φ𝜍(𝑖)

𝜏𝜍(𝑖), (∠𝑤𝜍(𝑖))2𝜋 /∈ Φ𝜍(𝑖)
(6-51)

其中𝜏𝜍(𝑖)为下面问题的最优解

maximize
𝜏

cos
(︀
𝜏 −∠𝑤𝜍(𝑖)

)︀
(6-52a)

subject to 𝜏 ∈

⎧⎨⎩
{︁
𝑎
(𝑙)
𝜍(𝑖)
,𝑎

(𝑟)
𝜍(𝑖)
, 𝑏

(𝑙)
𝜍(𝑖)
, 𝑏

(𝑟)
𝜍(𝑖)

}︁
, 𝑖 ∈ {2, · · · ,𝑁 −2}{︁

𝑐
(𝑙)
𝜍(𝑁−1)

, 𝑐
(𝑟)
𝜍(𝑁−1)

}︁
, 𝑖=𝑁 −1

(6-52b)

上述问题只需要简单的比较操作即可解出。

上述问题(6-49)中，最终的相位𝜑𝜍(𝑖)期望接近相位𝑤𝜍(𝑖)。因此，得到的方向图

与w的方向图相似，即可以避免方向图畸变。

下面利用权向量正交分解WORD算法构造权向量w。对于给定的权向量wpre，

WORD算法可以精确地将 𝜃𝑐方向的电平调节为期望电平𝜌𝑐，且该算法有解析表达

式。具体地，WORD算法利用下式更新权向量：

w̆ =
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽

]︁T
(6-53)

其中w⊥和w‖为 wpre的正交分解成分，满足

w⊥ ,P⊥
a(𝜃𝑐)

wpre, w‖ ,Pa(𝜃𝑐)wpre (6-54)

式(6-53)，实参数 𝛽可以选为 𝛽𝑎或𝛽𝑏，分别定义为

𝛽𝑎 =
−ℜ(B(1,2))+𝜂

B(2,2)
, 𝛽𝑏 =

−ℜ(B(1,2))−𝜂
B(2,2)

(6-55)

其中B和𝜂满足

B=

⎡⎣wH
⊥a(𝜃𝑐)

wH
‖ a(𝜃𝑐)

⎤⎦⎡⎣wH
⊥a(𝜃𝑐)

wH
‖ a(𝜃𝑐)

⎤⎦H

−𝜌𝑐

⎡⎣wH
⊥a(𝜃0)

wH
‖ a(𝜃0)

⎤⎦⎡⎣wH
⊥a(𝜃0)

wH
‖ a(𝜃0)

⎤⎦H

(6-56)

𝜂 =
√︁

ℜ2(B(1,2))−B(1,1)B(2,2) (6-57)

选取使得𝐹 (𝛽) = ‖P⊥
wpre

w̆/‖w̆‖2‖22 输出值较小的𝛽，即可得到权向量w̆。为了满

足(6-50)，对w̆进行相移可以得到最终权向量 w为

w = w̆ · exp
(︀
𝑗(𝜗𝜍(1)−𝜋−∠�̆�𝜍(1))

)︀
(6-58)
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其中�̆�𝜍(1)为 w̆的第𝜍(1)个元素。注意到w̆和w可能不满足唯相位约束。

借助(6-58)中的w解得问题(6-49)之后，则最终的相位𝜙𝑖,⋆可以根据(6-43)表示

为

𝜙𝑖,⋆ = 𝜗𝜍(𝑖)−𝜑𝜍(𝑖),⋆, 𝑖= 2, · · · ,𝑁 −1 (6-59)

上述𝜙𝑖,⋆对后续相位𝜙𝑖+1, · · · ,𝜙𝑁 的选择是必要的。除此之外，需要说明的是，w可

以有其它不同于式(6-58)的选择。仿真表明，式(6-58)的权向量 w可以得到满意的

方向图结果。

当𝑖=𝑁时，只有一个备选的𝜙𝑁，其最终值可由式 (6-40)得到。因此，可以由

下式计算最终的 𝜑𝜍(𝑁),⋆

𝜑𝜍(𝑁),⋆ = 𝜗𝜍(𝑁)−𝜙𝑁,⋆ (6-60)

确定了相位𝜑𝜍(𝑖),⋆(𝑖= 1, · · · ,𝑁 )之后，可以将新权向量wnew表示为

wnew = [|𝑤pre,1|, · · ·, |𝑤pre,𝑁 |]T⊙
[︁
𝑒𝑗𝜑1,⋆ , · · ·, 𝑒𝑗𝜑𝑁,⋆

]︁T
(6-61)

另外，仿真实验表明如果取(6-4)中的 𝜓𝑐为

𝜓𝑐 = ∠
(︀
wHa(𝜃𝑐)/wHa(𝜃0)

)︀
(6-62)

则可以得到较为满意的结果。利用上述的𝜓𝑐，则新权向量在𝜃𝑐处的归一化输出

（即wHa(𝜃)/wHa(𝜃0)）与 w或w̆相同。综上，唯相位阵列相应控制算法流程描述

见算法17。

为了验证上述算法的性能，下面使用16阵元各向同性等距线阵进行仿真。与

之前设置一样，取 𝜃0 = −20∘， 𝜃𝑐 = 30∘， 𝜌𝑐 = −40dB和 wpre = a(𝜃0)。此时

有|𝑤pre,𝑛| = 1，𝑛 = 1, · · · ,𝑁。按照算法17的描述，可以计算出 𝛽𝑎 = 0.2100，𝛽𝑏 =

−0.2098，以及WORD算法权向量w̆（详见表6-1）。按照(6-62)，可以计算出𝜓𝑐 =

0.9901。由w̆可以进一步得到 w（同样见表6-1）。根据算法17中的相位确定方法

可以计算出 𝜍(𝑖)，集合Φ𝜍(𝑖)，以及𝜑𝜍(𝑖),⋆(𝑖 = 1, · · · ,𝑁 )，各参数取值参考表6-2。由

表6-2可以发现，集合Φ𝜍(𝑖)包含 𝑤𝜍(𝑖)的取值，此时取 𝜑𝜍(𝑖),⋆ = 𝑤𝜍(𝑖)， 𝑖= 1, · · · ,𝑁−
2。当𝑖=𝑁−1或𝑖=𝑁时，集合Φ𝜍(𝑖)只有一个或两个备选值。这两种情况下，所得

到的𝜑𝜍(𝑁−1),⋆和 𝜑𝜍(𝑁),⋆与相应的𝑤𝜍(𝑁−1)和𝑤𝜍(𝑁)不同。除此之外，由表6-1发现 w̆

（或 w）的元素模值接近于期望模值1。因此，可以预测最终的方向图与WORD算

法方向图类似。

图6-8对比了不同权向量对应的方向图结果，从中可以看出 WORD算法可以

精确地将 𝜃𝑐方向的电平调节为期望电平，且在非控制区域产生较小的方向图变

化。固定WORD算法权向量的相位，将其元素模值取为与 wpre相同，从而得到新
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算法 17唯相位阵列方向图电平控制算法
1: 输入：𝜃0，𝜃𝑐，𝜌𝑐，wpre。

2: 由式(6-55)计算𝛽𝑎和𝛽𝑏，得到式(6-53)的权向量w̆。

3: 得到𝜓𝑐 = ∠(wHa(𝜃𝑐)/wHa(𝜃0))。

4: 得到h(𝜃𝑐, 𝜃0,𝜌𝑐,𝜓𝑐) = a(𝜃𝑐)−
√
𝜌𝑐𝑒

𝑗𝜓𝑐a(𝜃0)。

5: 记𝑣𝑛 = ℎ𝑛 · |𝑤pre,𝑛|, 𝑛= 1, · · · ,𝑁。
6: 对|𝑣1|, · · · , |𝑣𝑁 |进行排序，得到[𝑑1, · · · ,𝑑𝑁 ]T = J [|𝑣1|, · · · , |𝑣𝑁 |]T。
7: 得到w = w̆ · exp

(︀
𝑗(𝜗𝜍(1)−𝜋−∠�̆�𝜍(1))

)︀
。

8: for 𝑖= 1,2, · · · ,𝑁 −1 do

9: if 𝑖== 1 then

10: 取𝜙1,⋆ = 𝛾1,⋆ = 𝜋， 𝜑𝜍(1),⋆ = 𝜗𝜍(1)−𝜋，𝑥1 = 𝑑1。

11: else if 𝑖 ∈ {2, · · · ,𝑁 −2} then

12: 得到式(6-31)的𝑥𝑖,min和𝑥𝑖,max，计算(6-34)中的𝛿𝑖,min和𝛿𝑖,max。

13: 得到(6-46)中的Φ𝜍(𝑖)，得到问题(6-49)的最优解𝜑𝜍(𝑖),⋆。

14: 得到 𝜙𝑖,⋆ = 𝜗𝜍(𝑖)−𝜑𝜍(𝑖),⋆。
15: 得到

−−−−→
𝑥𝑖𝑒

𝑗𝛾𝑖,⋆ =
−−−−−−−→
𝑥𝑖−1𝑒

𝑗𝛾𝑖−1,⋆ +
−−−−→
𝑑𝑖𝑒

𝑗𝜙𝑖,⋆。

16: else

17: 计算(6-37)中的𝛿𝑁−1。

18: 得到(6-46)中的Φ𝜍(𝑁−1)，得到问题 (6-49)的最优解𝜑𝜍(𝑁−1),⋆。

19: 得到 𝜙𝑁−1,⋆ = 𝜗𝜍(𝑁−1)−𝜑𝜍(𝑁−1),⋆。

20: 取𝜙𝑁,⋆ = ∠
(︁−−−−−−−−−→
𝑥𝑁−2𝑒

𝑗𝛾𝑁−2,⋆ +
−−−−−−−−−→
𝑑𝑁−1𝑒

𝑗𝜙𝑁−1,⋆

)︁
+𝜋。

21: 得到 𝜑𝜍(𝑁),⋆ = 𝜗𝜍(𝑁)−𝜙𝑁,⋆。
22: end if

23: end for

24: 取𝑤new,𝜍(𝑖) = |𝑤pre,𝜍(𝑖)| · 𝑒𝑗𝜑𝜍(𝑖),⋆ , 𝑖= 1, · · · ,𝑁。
25: 输出：权向量 wnew。

的权向量，其对应方向图见图6-8（标记为唯相位正交分解）可以看出，虽然唯相

位正交分解算法在𝜃𝑐处的归一化电平不等于期望电平，但其方向图与WORD算法

类似。唯相位几何方法在𝜃𝑐处可以获得期望的电平，而且从图 6-8可以看出，其在

非控制区域产生较小的方向图变化，从而可以防止波束畸变现象。

6.5 计算复杂度

可以发现，几何方法唯相位阵列方向图控制只需要低复杂度的相加和比较操
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表 6-1得到的w̆和 ∠w

𝑛 �̆�𝑛 ∠𝑤𝑛 𝑛 �̆�𝑛 ∠𝑤𝑛

1 0.9799𝑒+𝑗0.0320 1.1808 9 0.9914𝑒−𝑗2.3494 −1.2007

2 1.0039𝑒−𝑗1.1118 0.0370 10 1.0258𝑒+𝑗2.9229 −2.2116

3 1.0156𝑒−𝑗2.1151 −0.9664 11 0.9646𝑒+𝑗1.8089 2.9576

4 0.9707𝑒+𝑗3.0359 −2.0985 12 1.0370𝑒+𝑗0.7410 1.8897

5 1.0370𝑒+𝑗1.9912 3.1400 13 0.9707𝑒−𝑗0.3037 0.8450

6 0.9646𝑒+𝑗0.9234 2.0721 14 1.0156𝑒−𝑗1.4359 −0.2871

7 1.0258𝑒−𝑗0.1907 0.9581 15 1.0039𝑒−𝑗2.4392 −1.2905

8 0.9914𝑒−𝑗1.2015 −0.0528 16 0.9799𝑒+𝑗2.7002 −2.4343
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图 6-8不同方法的方向图对比结果

作。其中，主要运算在于式(6-7)的比较操作，其复杂度为𝒪(𝑁 log2𝑁)。综上，几

何方法唯相位阵列响应控制方法的计算复杂度为 𝒪(𝑁 log2𝑁)。

6.6 实验仿真

下面对几何辅助唯相位阵列响应控制算法进行仿真验证。为了实验比较，同

时测试文献[45]中的半正定松弛方法，以及文献[83]的凸松弛方法(convex relax-

ation,CR)。为了比较各算法性能，下面介绍两种参数指标。第一个指标定义为

𝐷 , |𝐿new(𝜃𝑐, 𝜃0)−𝜌𝑐| (6-63)
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表 6-2所提方法得到的参数结果

𝑖 𝜍(𝑖) Φ𝜍(𝑖) ∠𝑤𝜍(𝑖) 𝜑𝜍(𝑖),⋆

1 5 {3.1400} 3.1400 3.1400

2 12 [−4.7107,1.5724] 1.8897 1.8897

3 10 [−1.4195,4.8637] −2.2116 −2.2116

4 7 [−6.3765,−0.0934] 0.9581 0.9581

5 3 [−6.1337,0.1495] −0.9664 −0.9664

6 14 [−1.6332,4.6500] −0.2871 −0.2871

7 15 [−6.1345,0.1487] −1.2905 −1.2905

8 2 [−1.6229,4.6603] 0.0370 0.0370

9 8 [−4.5635,1.7197] −0.0528 −0.0528

10 9 [−3.1940,3.0891] −1.2007 −1.2007

11 1 [−2.2983,2.5988] 1.1808 1.1808

12 16 [−3.3042,0.0367] −2.4343 −2.4343

13 13 [−1.0997,1.4046] 0.8450 0.8450

14 4 [−2.5563,−0.7786] −2.0985 −2.0985

15 6 {1.0987,2.3536} 2.0721 2.3536

16 11 {2.6761} 2.9576 2.6761

用来衡量权向量在𝜃𝑐处的电平与期望电平𝜌𝑐的差异。第二个指标定义为

𝐸 ,

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

⃒⃒⃒
|𝑤new,𝑛|− |𝑤pre,𝑛|

⃒⃒⃒2
(6-64)

用来测量得到的新权向量wnew与权向量wpre的平均模值差异。显然，𝐷和𝐸的期

望输出为零，其值越低算法性能越好。

6.6.1 等距线阵旁瓣调整

考虑𝑁 = 11阵元各向同性等距线阵，取主瓣波束中心为 𝜃0 = 20∘，待控制

角度为𝜃𝑐 = −54∘，期望电平为𝜌𝑐 = −45dB。权向量wpre取为−30dB切比雪夫权。

表6-3对比了权向量wpre， WORD算法权向量w̆以及最终的权向量 wnew。可以验

证|𝑤new,𝑛| = |𝑤pre,𝑛|(𝑛 = 1, · · · ,𝑁 )，且wnew的相位与w̆的对应值接近。此时可以
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得到𝜓𝑐 = 0.7691。图6-9对比了不同权向量的方向图，可以看出三种方法均可以

将𝜃𝑐方法的电平调节为期望电平，即𝐷 = 0dB。对于几何辅助唯相位方向图控制

方法，得到𝐸 = 0。对于凸松弛方法，得到𝐸 = 0.0088。上述结果表明，凸松弛方

法得到的权向量的模值可能与wpre不同。除此之外，几何辅助唯相位方向图控制

方法的运行时间为 0.06秒，比半正定松弛方法的41.03秒和凸松弛的 14.55秒都要

短。
表 6-3权向量对比

𝑛 𝑤pre,𝑛 �̆�𝑛 𝑤new,𝑛

1 0.2565𝑒+𝑗0.0000 0.2469𝑒+𝑗0.0382 0.2565𝑒+𝑗0.1926

2 0.3950𝑒+𝑗1.0745 0.3996𝑒+𝑗1.0423 0.3950𝑒+𝑗1.0423

3 0.6080𝑒+𝑗2.1490 0.6101𝑒+𝑗2.1710 0.6080𝑒+𝑗2.1710

4 0.8069𝑒−𝑗3.0597 0.7991𝑒−𝑗3.0735 0.8069𝑒−𝑗3.0735

5 0.9486𝑒−𝑗1.9852 0.9607𝑒−𝑗1.9788 0.9486𝑒−𝑗1.9788

6 1.0000𝑒−𝑗0.9107 0.9864𝑒−𝑗0.9107 1.0000𝑒−𝑗0.9107

7 0.9486𝑒+𝑗0.1637 0.9607𝑒+𝑗0.1573 0.9486𝑒+𝑗0.1573

8 0.8069𝑒+𝑗1.2382 0.7991𝑒+𝑗1.2520 0.8069𝑒+𝑗1.2520

9 0.6080𝑒+𝑗2.3127 0.6101𝑒+𝑗2.2907 0.6080𝑒+𝑗2.2907

10 0.3950𝑒−𝑗2.8960 0.3996𝑒−𝑗2.8638 0.3950𝑒−𝑗2.8638

11 0.2565𝑒−𝑗1.8215 0.2469𝑒−𝑗1.8597 0.2565𝑒−𝑗2.0141
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图 6-9初始权为切比雪夫权时的方向图结果对比
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6.6.2 唯相位两波束合成

为了验证几何辅助唯相位阵列响应控制方法可以用来提升 𝜃𝑐处的电平，下面

考虑 𝑁 = 16元各向同性阵列，阵元间距为0.4波长。此时取𝜃0 = −45∘， wpre =

a(𝜃0)，𝜃𝑐 = 35∘， 𝜌𝑐 = 0dB。图6-10对比了不同方法得到的方向图。从图中可以看

出，虽然半正定松弛方法可以完成𝜃𝑐方向的期望电平调节，但其方向图发生了畸

变。凸松弛方法和几何辅助方法均可以实现两波束合成，然而，凸松弛方法权向

量模值与wpre 对应值不完全相同，即不满足唯相位控制。事实上，对于凸松弛方

法得到𝐸 = 0.5195，几何辅助方法得到𝐸 = 0。几何辅助方法的运行时间为0.01秒，

比半正定松弛方法的2.59秒和凸松弛方法的0.67秒运行时间均要短。
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图 6-10唯相位两波束合成结果对比

6.6.3 随机化阵列配置性能仿真

为了说明几何辅助唯相位方向图控制方法在随机化的阵列配置下仍然有效，

下面考虑各向同性线性阵列，阵元个数和位置随机选取。具体地，将波束中心固

定为𝜃0 =−40∘，待控制角度为𝜃𝑐 = 25∘，取wpre = a(𝜃0)。进行30次蒙特卡洛实验，

每次实验中，阵元个数 𝑁从12至20中随机选取，各阵元间距在区间 [0.4𝜆,0.6𝜆]内

随机选取。除此之外，期望电平𝜌𝑐在范围[−50dB,0dB]内随机选取。

在上述参数设置下，图6-11和图6-12 分别展示了𝐷和𝐸随实验序数的变化曲

线。由图6-11可以看出，半正定松弛方法可能无法实现𝜃𝑐的精确电平调节。由6-

12可以看出，半正定松弛和凸松弛方法的权向量模值可能与 wpre不同。对于几何

辅助方法，每次实验均得到𝐷 =𝐸 = 0，从而证实所提算法在随机化阵列配置下依

然有效。
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图 6-11 𝐷随仿真序号变化曲线

5 10 15 20 25 30

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

E

SDR

CR

图 6-12 𝐸随仿真序号变化曲线

下面展示随机化阵列配置下几何辅助方法的辐射方向图。此时，将𝜌𝑐固定

为−45dB。图6-13展示了不同阵元个数和阵元位置下进行10次实验的方向图。由6-

13可以看出，几何辅助方法在每次实验均可以实现将𝜃𝑐处的电平调节为期望电平。

而且，可以发现没有发生波束畸变现象。上述结果进一步证实了几何辅助方法在

随机化阵列配置下的有效性。

6.7 本章小结

本章介绍了一种几何辅助的唯相位方向图控制方法。对于给定的权向量，所

提方法在唯相位的约束下可以精确快速地实现单点方向图电平调节。所提的几何
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图 6-13随机化阵列配置得到的方向图结果

辅助方法通过多边形构造来实现方向图电平调节。为了在非控制区域产生较小的

方向图变化，从而避免方向图畸变，提出了一种低运算复杂度的相位确定方法。

仿真实验验证了所提的几何辅助方法的有效性。该方法的缺点是只能控制单个点

的电平，无法实现多方向的电平控制。
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第七章 基于多边形构造的相控阵保密通信方法

由于无线通信的广播特性，传输信息可能被窃听设备接收并解码，因此有必

要研究保密无线通信，从而防止信息泄露。本章讨论相控阵发射模式下的保密通

信问题，将问题建模为多边形构造问题。详细介绍了基于多边形构造的相控阵发

射权设计方法，并提出两种基于时变权的保密通信方法。所提方法可以应用于多

径毫米波信道，且对调制方式无限制。仿真结果证实了所提方法的有效性。

7.1 系统模型与问题描述

7.1.1 系统描述

考虑多输入单输出(Multiple-Input Single-Output,MISO)下行传输系统。假设基

站包含𝑁个发射天线，目标用户(Bob)以及可能存在的𝑄个窃听设备均采用单天线

接收。简单起见，这里考虑等距线阵，其它阵列形式可类似扩展。在离散时刻𝑘，

目标用户和第𝑞个窃听器接收数据可分别表示为：

𝑦𝑑(𝑘) = hHx(𝑘)+𝜂(𝑘) (7-1)

𝑦𝑞(𝑘) = gH𝑞 x(𝑘)+𝜈𝑞(𝑘), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (7-2)

其中h ∈ C𝑁代表基站与目标用户间的信道向量， g𝑞为基站与第𝑞个窃听者的信道

向量， x为发射信号向量， 𝜂 ∼ 𝒞𝒩 (0,𝜎2𝑑)和𝜈𝑞 ∼ 𝒞𝒩 (0,𝜎2𝑞 )分别为目标和第𝑞个窃

听器的噪声，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。
考虑多径信道，则h可以表示为

h=
√︀

1/𝐿𝑑

𝐿𝑑∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙a(𝜓𝑙) (7-3)

其中𝐿𝑑为多径个数，𝛼𝑙 ∼ 𝒞𝒩 (0,1)为第𝑙个路径的增益，𝜓𝑙为第𝑙个路径的离开角，

a(𝜓) ∈ C𝑁为𝜓处的导向矢量满足

a(𝜓) =
[︁
1, 𝑒𝑗2𝜋𝑑sin(𝜓)/𝜆, · · · , 𝑒𝑗2𝜋(𝑁−1)𝑑sin(𝜓)/𝜆

]︁T
(7-4)

其中𝜆为波长，𝑑代表相邻阵元的间距。类似地，信道向量g𝑞可以表示为

g𝑞 =
√︁
1/𝐿𝑞

𝐿𝑞∑︁
𝑙=1

𝛼𝑞,𝑙a(𝜓𝑞,𝑙), 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (7-5)

上式中各参数含义类似于式(7-3)。这里假设目标用户信道向量（即h）在基站端

已知，而窃听者的信道向量（即g𝑞，𝑞 = 1, · · · ,𝑄）则未知。
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考虑相控阵传输结构和PSK调制信号，则在时刻𝑘发射信号向量可以表示为

x(𝑘) =w(𝑘)𝑥(𝑘) (7-6)

其中w(𝑘) ∈C𝑁为发射权向量， 𝑥(𝑘) =
√
𝐸𝑠𝑒

𝑗𝜁(𝑘)代表调制的发射信号，
√
𝐸𝑠为基

带调制幅度，𝜁(𝑘)为发射符号的相位值。由于采用相控阵结构，发射权向量由移

相器控制，所以w在每个时刻均需要满足恒模特性，即

|𝑤𝑛(𝑘)|= 1, 𝑛= 1, · · · ,𝑁 (7-7)

其中𝑤𝑛(𝑘)代表w(𝑘)的第𝑛个元素， 𝑛= 1, · · · ,𝑁。

7.1.2 问题描述

由式(7-1)和(7-6)，目标用户接收的信号可表示为

𝑦𝑑(𝑘) = hHw(𝑘)𝑥(𝑘)+𝜂(𝑘) (7-8)

对应的瞬时接收信噪比（记为SNR𝑘）为 𝐸𝑠|hHw(𝑘)|2/𝜎2𝑑。如果在所有发射时刻
均采用同样的权向量，则窃听者不难跟踪接收数据进而解码信息。因此，需要利

用时变权向量来提供数据传输的安全性。由于w(𝑘)随时刻𝑘变化，其取值对目标

用户未知。此时，目标用户为了正确解调𝑥(𝑘)，其无噪声接收数据应满足

∠
(︀
hHw(𝑘)𝑥(𝑘)

)︀
= ∠𝑥(𝑘) = 𝜁(𝑘), 𝑘 = 1,2, · · · (7-9)

或等价地

hHw(𝑘)> 0, 𝑘 = 1,2, · · · (7-10)

除此之外，为了实现对目标用户的可靠通信，接收 SNR𝑘应大于某给定阈值Γ𝑑，

即

hHw(𝑘)>
√︁
Γ𝑑𝜎

2
𝑑/𝐸𝑠 , 𝜌 (7-11)

上式融合了式(7-10)的结果。因此，合格的权向量w(𝑘)应该同时满足 (7-7)和(7-11)。

另外，为了实现对目标用户的保密通信，权向量w(𝑘)需要随时间变化，否则，窃

听器则可能通过跟踪接收信号最终解码数据信息。下面提供两种保密通信算法来

防止信息泄露。

7.2 基于多边形构造的相位方程求解

介绍保密通信算法之前，首先考虑如何找到满足(7-7)和(7-11)的权向量w。简

单起见，下面讨论中省略时间下标𝑘。
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7.2.1 权向量求解的几何解释

记𝜙𝑛 = ∠𝑤𝑛，𝜗𝑛 = ∠ℎ𝑛，𝑛= 1, · · · ,𝑁。则可以将hHw表示为

hHw =
𝑁∑︁
𝑛=1

ℎ*𝑛𝑒
𝑗𝜙𝑛 =

𝑁∑︁
𝑛=1

|ℎ𝑛|𝑒𝑗(𝜙𝑛−𝜗𝑛) (7-12)

上式中融入了约束(7-7)， ℎ𝑛表示h的第𝑛个元素，𝑛= 1, · · · ,𝑁。定义

𝜑𝑛 , (𝜙𝑛−𝜗𝑛)2𝜋, 𝑛= 1, · · · ,𝑁 (7-13)

则可以通过解下面关于𝜑1, · · · ,𝜑𝑁的相位方程来得到满足条件的权向量w：

𝑁∑︁
𝑛=1

|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛 = |ℎ0| (7-14)

为了便于后文讨论，上式中引入了新变量|ℎ0|表示某已经确定的实常数。需要注
意的是，ℎ0是虚拟变量，并不代表信道系数。由于发射端已知h的值，一旦解出

满足等式的相位𝜑𝑛，则可以进一步通过下式得到权向量w的相位 𝜙𝑛：

𝜙𝑛 = (𝜑𝑛+𝜗𝑛)2𝜋, 𝑛= 1, · · · ,𝑁 (7-15)

最终可以将权向量表示为： w = [𝑒𝑗𝜙1 , · · · , 𝑒𝑗𝜙𝑁 ]T。

在复平面内，式(7-14)中的|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛对应于某个向量，记为
−−−−−→
|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛 ,

(︁
ℜ(|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛),ℑ(|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛)

)︁
(7-16)

利用上述几何思想，可以将式(7-14)记为：

−−−−−−→
|ℎ0|𝑒𝑗𝜑0,⋆ +

𝑁∑︁
𝑛=1

−−−−−→
|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛 =

−→
0 (7-17)

其中𝜑0,⋆ , 𝜋。解关于相位𝜑𝑛的等式(7-17)则转换为如何在复平面内旋转各边|ℎ𝑛|，
使得式(7-17)左手边各向量相加为零向量，如图7-1所示，𝑛 = 1, · · · ,𝑁。事实上，
上述问题等价于用各边|ℎ𝑖|在复平面构造多边形，𝑖= 0,1, · · · ,𝑁。文献[155–157]提

出一种三角形构造的方法来解上述等式(7-17)。然而，由于三角形构造方法只能得

到一个解（对应于一组权向量w），这不足以实现前文讨论的保密通信。本节介绍

一种新的多边形构造方法来解等式(7-14)或(7-17)，并得到尽可能多的相位解。

讨论多边形构造方法之前，首先介绍下面引理，其证明见文献[155–157]。

引理 7.2.1 给定|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |> 0，式(7-14)存在解（或等价地，各边|ℎ𝑖|可
以构造为多边形，𝑖= 0,1, · · · ,𝑁），当且仅当：

2 max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |} ≤
𝑁∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖| (7-18)
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图 7-1等式(7-17)的几何示意图

利用几何视角，引理7.2.1说明所有的边|ℎ𝑖|(𝑖 = 0,1, · · · ,𝑁 )在经过一定旋转之

后可以在复平面构造为多边形，当且仅当最长的边的长度小于或等于其它边长度

的和。特别地，如果𝑁 = 2，则引理7.2.1会得到关于三角形构造的条件。基于上述

重要结果，可以进一步分析等式(7-14)或(7-17)的解。

7.2.2 基于多边形构造的相位求解

利用上节中的几何解释，下面介绍一种多边形构造方法来解等式(7-17)中的

相位 𝜑𝑛，𝑛= 1, · · · ,𝑁。为了便于下文讨论，定义：

𝑆(𝑛),
𝑁∑︁
𝑖=𝑛

|ℎ𝑖| (7-19a)

|ℎ|max(𝑛), max
𝑖∈{𝑛,𝑛+1,··· ,𝑁}

|ℎ𝑖| (7-19b)

其中𝑛 ∈ {1, · · · ,𝑁}。
下面首先分析相位𝜑1的可行集。为此，作辅助向量

−−−→
𝑥1𝑒

𝑗𝛾1由
−→
0指向

−−−−−−→
|ℎ0|𝑒𝑗𝜑0,⋆+−−−−−→

|ℎ1|𝑒𝑗𝜑1，即
−−−→
𝑥1𝑒

𝑗𝛾1 =
−−−−−−→
|ℎ0|𝑒𝑗𝜑0,⋆ +

−−−−−→
|ℎ1|𝑒𝑗𝜑1 (7-20)

其中𝛾1代表辅助向量的相位，如图7-2所示。

如果各边|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |可以构成多边形，则需要满足下面两个条件：
1)边|ℎ0|，|ℎ1|和𝑥1可以构造为三角形。
2)边𝑥1，|ℎ2|，· · ·，|ℎ𝑁 |可以构造为多边形。
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图 7-2确定相位𝜑1可行集的几何示意图

由引理7.2.1可知，上述两条件满足当且仅当⃒⃒
|ℎ0|− |ℎ1|

⃒⃒
≤ 𝑥1 ≤ |ℎ0|+ |ℎ1| (7-21a)

|ℎ|max(2)≥ 𝑥1, 2|ℎ|max(2)≤ 𝑥1+𝑆(2) (7-21b)

或者 ⃒⃒
|ℎ0|− |ℎ1|

⃒⃒
≤ 𝑥1 ≤ |ℎ0|+ |ℎ1| (7-22a)

𝑥1 > |ℎ|max(2), 𝑥1 ≤ 𝑆(2) (7-22b)

经过计算可以得到，𝑥1的可行集（记为X1）满足

𝑥1 ∈

⎡⎢⎣max
{︀⃒⃒
|ℎ0|− |ℎ1|

⃒⃒
, 2|ℎ|max(2)−𝑆(2)

}︀⏟  ⏞  
𝑥1,min

,min{|ℎ0|+ |ℎ1|,𝑆(2)}⏟  ⏞  
𝑥1,max

⎤⎥⎦, X1 (7-23)

利用辅助向量
−−−→
𝑥1𝑒

𝑗𝛾1以及式(7-23)中的集合 X1，可以进一步得到相位 𝜑1的可

行集。具体地，由于|ℎ0|，|ℎ1|和𝑥1可以构成三角形，边|ℎ0|和|ℎ1|的夹角（记为𝛿1）
可以表示为

𝛿1 = acos

(︂
|ℎ0|2+ |ℎ1|2−𝑥21

2|ℎ0| · |ℎ1|

)︂
(7-24)

由于𝑥1 ∈ X1，可以得到

𝛿1 ∈ [𝛿1,min, 𝛿1,max] (7-25)

176

万方数据



第七章基于多边形构造的相控阵保密通信方法

其中

𝛿1,min = acos

(︃
|ℎ0|2+ |ℎ1|2−𝑥21,min

2|ℎ0| · |ℎ1|

)︃
(7-26a)

𝛿1,max = acos

(︃
|ℎ0|2+ |ℎ1|2−𝑥21,max

2|ℎ0| · |ℎ1|

)︃
(7-26b)

上式中𝑥1,min和𝑥1,max的定义见式 (7-23)。注意到边|ℎ1|可以沿着向量−
−−−−−−→
|ℎ0|𝑒𝑗𝜑0,⋆ 做

逆时针或顺时针旋转（旋转角度为𝛿1）。不难得到𝜑1的可行集为：

Φ1 , ([−𝛿1,max,−𝛿1,min]∪ [𝛿1,min, 𝛿1,max])2𝜋 (7-27)

为了更好地理解上述描述，图7-2给出了更多细节。图中红色向量为一个可行

的
−−−−−→
|ℎ1|𝑒𝑗𝜑1，紫色区域为相位𝜑1在集合 Φ1内旋转时向量

−−−−−→
|ℎ1|𝑒𝑗𝜑1扫过的区域。如果

从Φ1中选取𝜑1,⋆作为 𝜑1的最终值，相应地，向量
−−−−→
𝑥1𝑒

𝑗𝛾1,⋆（𝛾1,⋆表示 𝛾1的最终值）

满足

−−−−→
𝑥1𝑒

𝑗𝛾1,⋆ =
−−−−−−→
|ℎ0|𝑒𝑗𝜑0,⋆ +

−−−−−−→
|ℎ1|𝑒𝑗𝜑1,⋆ (7-28)

对于给定的
−−−−−−→
|ℎ0|𝑒𝑗𝜑0,⋆，

−−−−−−→
|ℎ1|𝑒𝑗𝜑1,⋆，以及得到的

−−−−→
𝑥1𝑒

𝑗𝛾1,⋆，可以类似得到相位𝜑2的

可行集。此时，可以作辅助向量
−−−→
𝑥2𝑒

𝑗𝛾2 从原点
−→
0指向

−−−−→
𝑥1𝑒

𝑗𝛾1,⋆ +
−−−−−→
|ℎ2|𝑒𝑗𝜑2。更一般

地，对于给定的 𝑛 ∈ {1, · · · ,𝑁 − 2}，如果
−−−−−−−→
𝑥𝑛−1𝑒

𝑗𝛾𝑛−1已经被确定为
−−−−−−−−→
𝑥𝑛−1𝑒

𝑗𝛾𝑛−1,⋆满

足

−−−−−−−−→
𝑥𝑛−1𝑒

𝑗𝛾𝑛−1,⋆ =
−−−−−−−−→
𝑥𝑛−2𝑒

𝑗𝛾𝑛−2,⋆ +
−−−−−−−−−→
|ℎ𝑛−1|𝑒𝑗𝜑𝑛−1,⋆ =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

−−−−−→
|ℎ𝑖|𝑒𝑗𝜑𝑖,⋆ (7-29)

则可以进一步计算相位𝜑𝑛的可行集。具体地，此时可作辅助向量
−−−−→
𝑥𝑛𝑒

𝑗𝛾𝑛从
−→
0指向

−−−−−−−−→
𝑥𝑛−1𝑒

𝑗𝛾𝑛−1,⋆ +
−−−−−→
|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛，如图 7-3所示。注意在式(7-29)中，我们定义 𝑥0和𝛾0,⋆为

𝑥0 , |ℎ0| (7-30a)

𝛾0,⋆ , 𝜑0,⋆ = 𝜋 (7-30b)

由于边|ℎ0|, · · · , |ℎ𝑛−1|和𝑥𝑛−1已经形成多边形，根据图7-3，所有边|ℎ𝑖|可以形成多
边形当且仅当边𝑥𝑛−1与余下的边|ℎ𝑛|, · · · , |ℎ𝑁 |可以构造为多边形，𝑖 = 0,1, · · · ,𝑁。
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类似地，可以得到𝑥𝑛的可行集（记为X𝑛）为

𝑥𝑛 ∈

⎡⎢⎢⎣max
{︀⃒⃒
𝑥𝑛−1−|ℎ𝑛|

⃒⃒
, 2|ℎ|max(𝑛+1)−𝑆(𝑛+1)

}︀⏟  ⏞  
,𝑥𝑛,min

,

min{𝑥𝑛−1+ |ℎ𝑛|,𝑆(𝑛+1)}⏟  ⏞  
,𝑥𝑛,max

⎤⎥⎦, X𝑛, 1≤ 𝑛≤𝑁 −2 (7-31)

其中𝑛 ∈ {1, · · · ,𝑁 −2}。

图 7-3辅助向量示意图

图7-4(a)和图7-4(b)从几何上展示了如何得到一般𝜑𝑛的可行集， 𝑛= 1, · · · ,𝑁 −
2。为了问题考虑的全面性，图7-4(a)和图7-4(b) 分别描绘了𝑥𝑛−1 ≥ |ℎ𝑛|和𝑥𝑛−1 <

|ℎ𝑛|两种情况。由图可知，两种情况下边𝑥𝑛−1和|ℎ𝑛|的夹角（记为𝛿𝑛）均可以表示
为

𝛿𝑛 = acos

(︂
𝑥2𝑛−1+ |ℎ𝑛|2−𝑥2𝑛

2𝑥𝑛−1 · |ℎ𝑛|

)︂
, 𝑛= 1, · · · ,𝑁 −2 (7-32)

结合式(7-31)，可以得到

𝛿𝑛 ∈ [𝛿𝑛,min, 𝛿𝑛,max] (7-33)

其中

𝛿𝑛,min = acos

(︃
𝑥2𝑛−1+ |ℎ𝑛|2−𝑥2𝑛,min

2𝑥𝑛−1 · |ℎ𝑛|

)︃
(7-34a)

𝛿𝑛,max = acos

(︃
𝑥2𝑛−1+ |ℎ𝑛|2−𝑥2𝑛,max

2𝑥𝑛−1 · |ℎ𝑛|

)︃
(7-34b)
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上式中𝑥𝑛,min和𝑥𝑛,max的定义见式(7-31)，𝑛= 1, · · · ,𝑁−2。因此，相位𝜑𝑛的可行集

可以表示为

Φ𝑛 = ([𝛾𝑛−1,⋆+𝜋− 𝛿𝑛,max,𝛾𝑛−1,⋆+𝜋− 𝛿𝑛,min]∪

[𝛾𝑛−1,⋆+𝜋+ 𝛿𝑛,min,𝛾𝑛−1,⋆+𝜋+ 𝛿𝑛,max])2𝜋 , 𝑛= 1, · · · ,𝑁 −2 (7-35)

(a) (b)

图 7-4确定相位𝜑𝑛可行集的几何示意图。(a)𝑥𝑛−1 ≥ |ℎ𝑛|;(b)𝑥𝑛−1 < |ℎ𝑛|

如果从Φ𝑛中选取𝜑𝑛的最终值为𝜑𝑛,⋆，得到的向量
−−−−−→
𝑥𝑛𝑒

𝑗𝛾𝑛,⋆可以表示为

−−−−−→
𝑥𝑛𝑒

𝑗𝛾𝑛,⋆ =
−−−−−−−−→
𝑥𝑛−1𝑒

𝑗𝛾𝑛−1,⋆ +
−−−−−−→
|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛,⋆ , 𝑛= 1, · · · ,𝑁 −2 (7-36)

上式中的
−−−−−→
𝑥𝑛𝑒

𝑗𝛾𝑛,⋆对后续向量 𝜑𝑛+1, · · · ,𝜑𝑁的确定起着关键作用。
上述分析可以得到相位𝜑𝑛的可行集，其中 𝑛 ∈ {1, · · · ,𝑁 − 2}。注意到当𝑛 =

𝑁 − 2时，得到的 𝑥𝑁−2可以与余下的|ℎ𝑁−1|和|ℎ𝑁 |两条边形成三角形，如图7-5所

示。

此时，边𝑥𝑁−2与|ℎ𝑁−1|之间的夹角为

𝛿𝑁−1 = acos

(︃
𝑥2𝑁−2+ |ℎ𝑁−1|2−|ℎ𝑁 |2

2𝑥𝑁−2 · |ℎ𝑁−1|

)︃
(7-37)

根据图7-5不难发现，𝜑𝑁−1最多有两个备选值，即

Φ𝑁−1 ,
{︀
(𝛾𝑁−2,⋆+𝜋− 𝛿𝑁−1)2𝜋 ,(𝛾𝑁−2,⋆+𝜋+ 𝛿𝑁−1)2𝜋

}︀
(7-38)

而且，由图7-5可知
−−−−−−→
|ℎ𝑁 |𝑒𝑗𝜑𝑁 =−

(︂−−−−−−−−−→
𝑥𝑁−2𝑒

𝑗𝛾𝑁−2,⋆ +
−−−−−−−−−→
|ℎ𝑁−1|𝑒𝑗𝜑𝑁−1

)︂
(7-39)
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图 7-5确定相位𝜑𝑁−1和𝜑𝑁的几何示意图

如果𝜑𝑁−1取为 𝜑𝑁−1,⋆，则𝜑𝑁可相应地表示为

𝜑𝑁,⋆ =

(︂
𝜋+∠

(︀−−−−−−−−−→
𝑥𝑁−2𝑒

𝑗𝛾𝑁−2,⋆ +
−−−−−−−−−−→
|ℎ𝑁−1|𝑒𝑗𝜑𝑁−1,⋆

)︀)︂
2𝜋

(7-40)

为了与前文保持一致，将𝜑𝑁的可行集记为

Φ𝑁 ,

{︂(︂
𝜋+∠

(︀−−−−−−−−−→
𝑥𝑁−2𝑒

𝑗𝛾𝑁−2,⋆ +
−−−−−−−−−→
𝑑𝑁−1𝑒

𝑗𝜑𝑁−1,⋆
)︀)︂

2𝜋

}︂
(7-41)

算法18对上述多边形构造方法进行了总结。注意到在算法18中，我们在Φ𝑛中

随机选取最终的𝜑𝑛,⋆，𝑛= 1, · · · ,𝑁 −1。这实际上已经假设只要𝜑𝑛−1,⋆ ∈ Φ𝑛−1，则

集合Φ𝑛可行，𝑛= 2, · · · ,𝑁。事实上，下节分析表明该假设是成立的。得到𝜑𝑛(𝑛=

1, · · · ,𝑁 )之后，相应地可以将权向量表示为

w =
[︀
𝑒𝑗(𝜑1,⋆+𝜗1)2𝜋 , · · · , 𝑒𝑗(𝜑𝑁,⋆+𝜗𝑁 )2𝜋

]︀T (7-42)

上述讨论中，𝜑𝑛根据其自然顺序来确定，即Φ𝑛−1和𝜑𝑛−1的确定早于Φ𝑛和𝜑𝑛的

确定。事实上，利用同样的思想，可以任意选取相位确定的顺序，此时X𝑛和Φ𝑛的

表达式会相应地改变。

7.2.3 解分析

在多边形构造的基础上，下面对分析方程(7-14)的解。首先可以得到下面引

理，从而可以保证集合 X𝑛的非空性，𝑛= 1, · · · ,𝑁 −2。

引理 7.2.2 如果(7-18)满足，则集合X1非空。如果𝑥𝑛−1 ∈X𝑛−1，则集合X𝑛非
空，𝑛= 2, · · · ,𝑁 −2。

证明 见附录E.1。 ■
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算法 18多边形构造方法解相位方程(7-14)

1: 输入：{ℎ0,ℎ1, · · · ,ℎ𝑁}， 𝑥0 = |ℎ0|，𝛾0,⋆ = 𝜑0,⋆ = 𝜋。

2: for 𝑛= 1,2, · · · ,𝑁 do

3: if 𝑛 <=𝑁 −2 then

4: 计算𝑥𝑛,min =max
{︀⃒⃒
𝑥𝑛−1−|ℎ𝑛|

⃒⃒
, 2|ℎ|max(𝑛+1)−𝑆(𝑛+1)

}︀
。

5: 计算𝑥𝑛,max =min{𝑥𝑛−1+ |ℎ𝑛|,𝑆(𝑛+1)}。

6: 计算𝛿𝑛,min = acos

(︂
𝑥2𝑛−1+|ℎ𝑛|2−𝑥2𝑛,min

2𝑥𝑛−1·|ℎ𝑛|

)︂
。

7: 计算𝛿𝑛,max = acos

(︂
𝑥2𝑛−1+|ℎ𝑛|2−𝑥2𝑛,max

2𝑥𝑛−1·|ℎ𝑛|

)︂
。

8: 得到(7-35)中的集合Φ𝑛。

9: 随机选择𝜑𝑛,⋆ ∈ Φ𝑛。

10: 计算
−−−−−→
𝑥𝑛𝑒

𝑗𝛾𝑛,⋆ =
−−−−−−−−→
𝑥𝑛−1𝑒

𝑗𝛾𝑛−1,⋆ +
−−−−−−→
|ℎ𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛,⋆。

11: else if 𝑛==𝑁 −1 then

12: 计算𝛿𝑁−1 = acos

(︂
𝑥2𝑁−2+|ℎ𝑁−1|2−|ℎ𝑁 |2

2𝑥𝑁−2·|ℎ𝑁−1|

)︂
。

13: 计算Φ𝑁−1 =
{︀
(𝛾𝑁−2,⋆+𝜋− 𝛿𝑁−1)2𝜋 ,(𝛾𝑁−2,⋆+𝜋+ 𝛿𝑁−1)2𝜋

}︀
。

14: 随机选择𝜑𝑁−1,⋆ ∈ Φ𝑁−1。

15: else

16: 计算𝜑𝑁,⋆ =

(︂
𝜋+∠

(︀−−−−−−−−−→
𝑥𝑁−2𝑒

𝑗𝛾𝑁−2,⋆+
−−−−−−−−−−→
|ℎ𝑁−1|𝑒𝑗𝜑𝑁−1,⋆

)︀)︂
2𝜋

。

17: end if

18: end for

19: 输出：{𝜑1,⋆, · · · ,𝜑𝑁,⋆}。

如果X𝑛非空，由式(7-35)中Φ𝑛的表达式可知集合Φ𝑛也非空，𝑛= 1, · · · ,𝑁 −2。

据此不难得到下面引理，从而保证相位 Φ𝑛的可行性，𝑛= 1, · · · ,𝑁。

引理 7.2.3 如果(7-18)满足，则集合Φ1非空。如果𝜑𝑛−1,⋆ ∈Φ𝑛−1，则集合Φ𝑛非

空，𝑛= 2, · · · ,𝑁 −2。而且，如果𝜑𝑁−2,⋆ ∈ Φ𝑁−2，则Φ𝑁−1和Φ𝑁均非空。

根据引理7.2.3，如果(7-18)满足，且相位𝜑𝑛,⋆从相应的集合Φ𝑛中按顺序选取，

𝑛 = 1, · · · ,𝑁，则得到的一组相位 {𝜑1,⋆, · · · ,𝜑𝑁,⋆}为等式(7-14)的解。根据上述结

果，可以通过从集合Φ𝑛中随机选取𝜑𝑛,⋆来得到方程(7-14)的可行解，如算法18所描

述。而且，可以得到下面定理，可为下节的保密通信方法提供理论基础。

定理 7.2.1 给定|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 | > 0，相位方程(7-14)存在无穷多个解（所
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有相位解均在[0,2𝜋)范围内，即无相位缠绕发生），当且仅当：

2 max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}<
𝑁∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖| (7-43)

证明 见附录E.2。 ■

注意到式(7-43)中使用了严格不等式，这与式(7-18)的结果不同。定理7.2.1说

明等式(7-14)存在无穷多个解当且仅当 {|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}的最大边长度严格小于
其余边长度的和。另外，通过结合引理7.2.1和定理7.2.1，可以得到下面推论。

推论 7.2.1 给定|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 | > 0，则方程(7-14)存在有限个解（事实上，

此时在范围[0,2𝜋)内仅存在一组解）当且仅当：

2 max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}=
𝑁∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖| (7-44)

7.3 保密通信算法

在多边形构造的基础上，下面介绍两种保密通信算法。

7.3.1 基于多边形构造的保密通信

由前文讨论可知，如果条件(7-43)满足，则等式(7-14)存在无穷多组解，各解

对应的式(7-42)中的权向量均满足 hHw = |ℎ0|。前文提到， |ℎ0|为某事先指定的
常数。为了避免混淆，下文讨论中将|ℎ0|替换为𝛽，表示目标用户的波束增益。
𝛽和|ℎ0|总体相同的值，两者可以相互交换

hHw = 𝛽 (7-45)

这说明存在无穷多组权向量使得目标用户得到同一增益。由于这些权向量为目标

信道设计，对窃听者信道不匹配，如果在不同发射时刻应用不同权向量，则可以

扰乱窃听者的接收。在进一步介绍所提保密传输方案之前，下面首先分析使得条

件(7-43)成立的𝛽 的可行范围。

沿用之前的符号标记，不难发现式(7-43)满足当且仅当：

|ℎ|max(1)≤ 𝛽 < 𝑆(1) (7-46)

或者

𝛽 < |ℎ|max(1)< 𝛽+𝑆(1)−|ℎ|max(1) (7-47)
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经过计算可以得到下面关于条件 (7-46)和(7-47)的紧密表达式：

max{2|ℎ|max(1)−𝑆(1),0}< 𝛽 < 𝑆(1) (7-48)

在上述条件下，总可以找到无穷多个权向量w满足式(7-45)。

回到之前介绍的保密通信问题，由式(7-11)可知𝛽需要额外满足

𝛽 > 𝜌 (7-49)

将(7-49)融入式(7-48)中可以得到：

𝑟 < 𝛽 < 𝑆(1) (7-50)

其中

𝑟 ,max{2|ℎ|max(1)−𝑆(1),𝜌} (7-51)

注意到上述结果以𝜌 < 𝑆(1)成立为前提。则对于任意满足(7-50)的𝛽 均可以得到无

穷多个权向量，且每组权都可以实现对目标用户的可靠通信。由于不同权向量在

窃听器上产生不同的输出信号，应用时变权则可以扰乱窃听者接收。

一方面，较大的𝛽在目标用户上会得到较高的接收信噪比。另一方面，𝛽越靠

近其取值上界𝑆(1)，得到的式(7-42)的权向量w(𝑘)的相关性会越大，此时窃听者解

码信息的难度降低。极限情况下，如果取𝛽 = 𝑆(1)，所有权向量解均相同，正如

推论7.2.1所描述。

一种平衡目标用户检测性能（或信噪比）与安全性的方法是在区间(𝑟,𝑆(1))内

选取中等大小的𝛽。利用这种方式得到的相位∠(gH𝑞 w(𝑘))(𝑘 = 1,2 · · · ) 的分布较为
分散，同时不会违背对SNR的约束要求。然而，在窃听器信道信息未知的情况下，

只能通过经验方式来选取 𝛽。

为了避免对𝛽进行经验选取，这里提出对 𝛽以符号速率进行变化。具体地，每

个符号发射时刻𝑘，在区间(𝑟,𝑆(1))内随机选取𝛽。在此基础上，利用多边形构造

算法18随机选取等式(7-14)的相位解。最终，得到式(7-42)的权向量作为当前时刻

的发射权。上述传输方案中采用大小值混合的𝛽选取方式，从而增强了非期望方

向接收信息的随机性。除此之外，不难发现解方程(7-14)时各相位的求解顺序可

以任意设定。因此，可以通过随机交换相位求解顺序来进一步扰乱窃听器的接收

信号。算法19对上述保密通信方法的步骤进行了总结。注意到算法19中，置换矩

阵J满足 J−1 = JT，由此可以降低运算复杂度。

7.3.2 基于松弛符号区域的改进保密通信方法

上一小节中的保密通信方法中，目标用户接收信号相位与期望符号相位完全

相同。严格的相位约束降低了权向量设计的自由度。为了增加权向量设计的自由
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度，进一步扰乱非期望方向的接收信号，下面介绍一种改进的保密通信方法。改

进方法利用松弛符号区域进行符号检测，允许目标接收信号的相位位于某松弛范

围[𝜁(𝑘)−Δ, 𝜁(𝑘)+Δ]内。为此，可以对算法19得到权向量进行额外的相位旋转操

作，从而提高非期望接收器信号的扰动性。

算法 19基于多边形构造的保密通信方法
1: 输入： h= [ℎ1, · · · ,ℎ𝑁 ]T，

√
𝐸𝑠， 𝜎2𝑑，Γ𝑑。

2: 初始化： |ℎ|max(1) = max{|ℎ1|, · · · ,|ℎ𝑁 |}， 𝑆(1) = |ℎ1| + · · · + |ℎ𝑁 |, 𝜌 =√︁
Γ𝑑𝜎

2
𝑑/𝐸𝑠， 𝑟 =max{2|ℎ|max(1)−𝑆(1),𝜌}， 𝜗𝑛 = ∠ℎ𝑛, 𝑛= 1, · · · ,𝑁。

3: for 𝑘 = 1,2, · · · do

4: 随机选取𝛽 ∈ (𝑟,𝑆(1))。

5: 随机选择某𝑁 ×𝑁维置换矩阵J。

6: 计算[|ℎ′1|, |ℎ′2|, · · · , |ℎ′𝑁 |]T = J[|ℎ1|, |ℎ2|, · · · , |ℎ𝑁 |]T。
7: 应用多边形构造算法18求解相位方程|ℎ′1|𝑒𝑗𝜑

′
1 + · · ·+ |ℎ′𝑁 |𝑒

𝑗𝜑′𝑁 = 𝛽。

8: 将上述问题解记为 {𝜑′1,⋆, · · · ,𝜑′𝑁,⋆}。
9: 计算[𝜑1,⋆, · · · ,𝜑𝑁,⋆]T = JT[𝜑′1,⋆, · · · ,𝜑′𝑁,⋆]T。

10: 输出：w(𝑘) = [𝑒𝑗(𝜑1,⋆+𝜗1)2𝜋 , · · · , 𝑒𝑗(𝜑𝑁,⋆+𝜗𝑁 )2𝜋 ]T。

11: end for

具体地，为了保证对目标用户的可靠通信，算法19得到的权向量 w(𝑘)的相位

旋转值 𝜓𝑘应满足

𝜓𝑘 ∈ [−Δ,Δ] (7-52)

其中Δ依赖于𝛽。经过计算可以得到

Δ=
𝜋

𝑀
−arc sin

(︂
𝜏

𝛽

)︂
=

𝜋

𝑀
−arc sin

(︂
𝜌 · sin(𝜋/𝑀)

𝛽

)︂
(7-53)

其中𝑀表示调制阶数，𝜏 = 𝜌 · sin(𝜋/𝑀)表示安全边缘用来分离松弛符号区域与决

策边界。图7-6给出了松弛符号区域的示意图。上述改进的保密通信算法的总结见

算法20。

上述讨论中采用PSK调制，对于其它调制类型以及检测区域，所提算法经过

简单变化后同样适用。

7.3.3 计算复杂度

所提的两个保密通信算法只需要简单的加法和比较操作，所以具有较低的
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图 7-6松弛符号区域示意图

算法 20基于松弛符号区域的改进保密通信算法
1: 输入：h= [ℎ1, · · · ,ℎ𝑁 ]T，

√
𝐸𝑠， 𝜎2𝑑，Γ𝑑，𝑀。

2: 初始化： |ℎ|max(1) = max{|ℎ1|, · · · ,|ℎ𝑁 |}， 𝑆(1) = |ℎ1| + · · · + |ℎ𝑁 |, 𝜌 =√︁
Γ𝑑𝜎

2
𝑑/𝐸𝑠， 𝑟 =max{2|ℎ|max(1)−𝑆(1),𝜌}， 𝜗𝑛 = ∠ℎ𝑛，𝑛= 1, · · · ,𝑁。

3: for 𝑘 = 1,2, · · · do

4: 随机选取𝛽 ∈ (𝑟,𝑆(1))。

5: 计算Δ= 𝜋/𝑀 −arc sin(𝜌 · sin(𝜋/𝑀)/𝛽)。

6: 随机选取𝜓𝑘 ∈ [−Δ,Δ]。

7: 随机选取𝑁 ×𝑁维置换矩阵J。

8: 计算[|ℎ′1|, |ℎ′2|, · · · , |ℎ′𝑁 |]T = J[|ℎ1|, |ℎ2|, · · · , |ℎ𝑁 |]T。
9: 应用多边形构造算法18求解问题|ℎ′1|𝑒𝑗𝜑

′
1 + · · ·+ |ℎ′𝑁 |𝑒

𝑗𝜑′𝑁 = 𝛽。

10: 将上述问题的解记为{𝜑′1,⋆, · · · ,𝜑′𝑁,⋆}。
11: 计算[𝜑1,⋆, · · · ,𝜑𝑁,⋆]T = JT[𝜑′1,⋆, · · · ,𝜑′𝑁,⋆]T。
12: 输出：w(𝑘) = 𝑒𝑗𝜓𝑘 [𝑒𝑗(𝜑1,⋆+𝜗1)2𝜋 , · · · , 𝑒𝑗(𝜑𝑁,⋆+𝜗𝑁 )2𝜋 ]T。

13: end for

运算复杂度。消耗最多运算的是式(7-31)集合X𝑛中 |ℎ|max(𝑛+1)的计算，这与对

𝑁个实数进行排序运算量相当，其复杂度为𝑂(𝑁 log2𝑁)。所有其它运算的复杂度

均为𝑂(𝑁)。因此，两种保密通信方法的运算量均为𝑂(𝑁 log2𝑁)。

7.4 实验仿真

本节对所提的两种保密通信方法进行仿真验证。除非特别说明，我们使用20阵
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元等距线阵，并采用多径毫米波信道模型（如式(7-3)和(7-5)所描述）。信道路径数

（即(7-3)中的𝐿𝑑或 (7-5)中的𝐿𝑞）取为5。每条路径的离开角在 [−𝜋/2,𝜋/2]范围内随
机分布。简单起见，我们取 Γ𝑑 = 160，

√
𝐸𝑠 = 1， 𝜎2𝑑 = 0.1，因此得到𝜌 = 4。定

义SNR, 𝐸𝑠/𝜎
2
𝑑，同时假设目标用户与窃听者的噪声功率相同。

表 7-1信道h的取值

𝑛 ℎ𝑛 𝑛 ℎ𝑛

1 0.6928𝑒𝑗0.5258 11 1.7020𝑒𝑗0.9018

2 1.8808𝑒𝑗4.2005 12 1.8871𝑒𝑗4.9358

3 1.9896𝑒𝑗2.9017 13 2.2073𝑒𝑗3.5416

4 0.6173𝑒𝑗0.1126 14 0.7611𝑒𝑗3.2271

5 1.1198𝑒𝑗0.9779 15 1.8750𝑒𝑗0.9515

6 0.3202𝑒𝑗0.3919 16 1.3125𝑒𝑗5.5432

7 1.1921𝑒𝑗1.9526 17 1.6447𝑒𝑗2.9199

8 1.3517𝑒𝑗5.0372 18 1.0155𝑒𝑗3.0950

9 0.4221𝑒𝑗3.7346 19 1.0307𝑒𝑗1.0637

10 0.6968𝑒𝑗0.3450 20 1.4003𝑒𝑗5.7674

7.4.1 固定𝛽取值星座图合成结果

第一个例子中，我们考虑QPSK调制，并假设存在两个窃听接收器。表7-1给

出了目标用户信道h的值。经过计算可以发现|ℎ|max(1) = 2.2073， 𝑆(1) = 25.1194，

𝑟 = 𝜌 = 4。因此，𝛽的可行集为(4,25.1194)。下面将𝛽固定为不同值，并展示目标

用户和窃听器所得到的（无噪声）星座图。发射时刻个数取为500。

第一个场景下，取𝛽 = 5。各接收机接收到的星座图如图7-7所示，其中红点表

示目标用户合成的星座图，绿点和蓝点分别表示第一个窃听器和第二个窃听器得

到的星座图。由图7-7看出，目标用户处观测到4个清晰的点，所合成的星座图无

畸变。相比之下，两个窃听器合成的星座图杂乱无章，没出现明显的模式。表7-

2列出了前4个发射时刻权向量 w的相位值。可以看出不同时刻下得到的相位值是

分散的。除此之外，从图7-7可以看出，窃听者与目标用户接收信号的幅度大小相

当。

第二种场景下取𝛽 = 25。各接收机得到的无噪声星座图如图7-8所示，从中可

以看出在目标方法形成了清晰的星座图结果。上述参数下，窃听器接收信号的幅
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图 7-7 𝛽 = 5时目标用户和窃听设备的接收星座图（红点表示目标用户接收，绿点和蓝点分别

表示第一个窃听器和第二个窃听器的接收信号）

度小于目标用户的信号幅度。虽然窃听器合成的星座图表现出随机性，但是其符

合出现了聚集，且聚集后的形状在经过缩放和旋转后与目标用户相同。这主要因

为当𝛽取较大值时，权向量设计的自由度有限。前4个发射时刻得到的权向量相位

如表7-3所示，从中可以发现虽然各权向量相位看起来完全不同，但是其实各相位

差别很小。此时，窃听者不难从图7-8的星座图中解码出有用信息。

图 7-8 𝛽 = 25时目标用户和窃听设备的接收星座图（红点表示目标用户接收，绿点和蓝点分

别表示第一个窃听器和第二个窃听器的接收信号）

7.4.2 变化𝛽时的性能测试

沿用上小节的参数设定，下面测试不同时刻下权向量的相关性。具体地，定

187

万方数据



电子科技大学博士学位论文

表 7-2使用固定𝛽 = 5在前4发射时刻得到的权向量w的相位

𝑛 𝜙𝑛 (𝑘 = 1) 𝜙𝑛 (𝑘 = 2) 𝜙𝑛 (𝑘 = 3) 𝜙𝑛 (𝑘 = 4)

1 1.9517 1.4511 1.0168 3.3933

2 1.8604 5.9012 3.1134 1.9504

3 2.8630 5.8596 3.4043 5.1718

4 5.7267 4.0771 1.3960 0.3418

5 0.8386 1.3212 1.9330 1.1697

6 2.3831 0.6743 1.5510 0.2101

7 2.1855 5.9466 5.2997 2.2920

8 5.5607 1.0405 4.5414 1.6418

9 2.5413 3.1089 1.7841 1.6560

10 2.5522 4.5091 4.7127 0.7534

11 6.1551 1.2735 4.7225 2.0872

12 5.4707 4.2889 3.0177 4.8844

13 0.5388 5.4028 0.7744 3.3036

14 4.0629 2.5959 4.0591 3.1579

15 2.6219 0.4193 1.4561 5.8194

16 5.3100 4.7956 0.4320 5.4314

17 6.2123 1.9759 3.1458 5.7188

18 0.4828 2.4595 5.9337 3.2369

19 1.7200 0.3658 2.1094 0.3506

20 4.5290 1.5707 5.7127 2.7096

义

𝜒,Mean(|𝜚|) (7-54)

其中𝜚测量了两个不同时刻发射权向量的相关系数，式(7-54)得到的参数𝜒测量了

不同权向量的平均相关性。仿真得到的𝜒随𝛽的变化曲线如图 7-9所示，从中可以

看出权向量相关性随𝛽的增大而降低。

除了上述对𝜒的测试外，下面考察固定𝛽选取方案下目标用户和窃听器的误符

号率(symbol error rate,SER)性能。我们取SNR =−5dB同时限制目标用户的接收信
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表 7-3使用固定𝛽 = 25在前4发射时刻得到的权向量w的相位

𝑛 𝜙𝑛 (𝑘 = 1) 𝜙𝑛 (𝑘 = 2) 𝜙𝑛 (𝑘 = 3) 𝜙𝑛 (𝑘 = 4)

1 0.5392 0.5848 0.4990 0.4633

2 4.2218 4.1897 4.1739 4.1852

3 2.9222 2.9140 2.8727 2.8389

4 0.1348 0.1148 0.0817 0.6843

5 1.2105 1.0053 0.9478 1.0126

6 0.3663 1.2028 0.3564 0.3708

7 1.9767 1.9705 1.9236 1.9338

8 5.0350 5.0299 5.0775 5.0289

9 3.7773 3.7591 3.7345 3.7215

10 0.0459 0.3619 0.3141 0.3308

11 0.7359 0.8945 0.9397 0.8460

12 4.9604 4.9404 4.9107 5.0377

13 3.5614 3.5370 3.5139 3.5245

14 3.2489 3.2355 3.0190 3.1964

15 0.9688 0.8493 0.9495 0.9346

16 5.5882 5.5180 5.5114 5.5252

17 2.9445 2.8290 2.9468 2.9067

18 3.1050 3.1114 3.0637 3.0721

19 0.8319 1.0625 1.4938 1.0404

20 5.8224 5.7838 5.7650 5.7448

号相位完全等于期望符号相位。图7-10展示了误符号率曲线随𝛽的变化曲线，从中

可以看出目标用户的误符号率随𝛽的增加而降低，且当取 𝛽超过10时误符号率低

于10−3。另一方面，从图中可以看出窃听器得到的误符号率也随𝛽的增加而降低，

尤其当𝛽的取值接近其最大取值上限𝑆(1)时误符号率出现明显下降。可以预测，取

更高信噪比时，窃听器得到的误符号率将会更低。因此，固定𝛽方案下，有用信息

可能被窃听器窃取。
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图 7-9 𝜒随𝛽变化曲线
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图 7-10误符号率随𝛽变化曲线

7.4.3 所提算法的合成结果

下面沿用前两节的参数设计对所提两种算法的合成星座图进行测试。为了说

明所提算法的广泛适用性，我们对不同调制类型进行仿真验证。

7.4.3.1 QPSK调制

为了与之前仿真结果进行对比，下面首先考虑QPSK调制。图7-11展示了利用

第一种算法在目标用户和窃听器处得到的接收星座图结果。从图中可以看出，目

标用户得到的接收星座图可以形成四条规则的线段，这是因为我们在(𝑟,𝑆(1))范围

内随机设定𝛽的取值。图7-11同时展示了两个窃听器得到的扰乱的接收星座图。总

的来看，窃听器接收信号幅度较小，且信号分布不规则。
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图 7-11 QPSK调制下第一种算法在目标用户和窃听设备的接收星座图（红点表示目标用户接

收，绿点和蓝点分别表示第一个窃听器和第二个窃听器的接收信号）

使用同样的参数设定，下面展示第二种算法得到的无噪声接收星座图，结果

如图 7-12所示。从图中可以看出，目标信号得到的接收符号均在松弛符号区域内，

窃听器得到的接收星座图出现了随机性。由于在权向量上进行了额外的相位旋转

操作，可以预测第二种算法将获得更好的保密性能。

图 7-12 QPSK调制下第二种算法在目标用户和窃听设备的接收星座图（红点表示目标用户接

收，绿点和蓝点分别表示第一个窃听器和第二个窃听器的接收信号）

7.4.3.2 8-PSK调制

下面提高调制阶数，考虑8-PSK调制下得到的星座图结果。图7-13(a)和图7-

13(b)展示了使用两种算法得到的目标用户和窃听器的无噪声星座图。与QPSK调

191

万方数据



电子科技大学博士学位论文

制类似，第一种算法在目标用户处得到规则的星座图结果（如图7-13(a)所示），而

第二种算法的接收符号均位于松弛符号区间。对于窃听器，两种算法得到的星座

图均出现随机性，没有产生清晰的模式（如图7-13(b)所示）。

(a) (b)
图 7-13 8-PSK调制下在目标用户和窃听设备的接收星座图（红点表示目标用户接

收，绿点和蓝点分别表示第一个窃听器和第二个窃听器的接收信号）。(a)第

一种算法结果;(b)第二种算法结果

7.4.3.3 16-QAM

下面考虑16-QAM调制，并展示所提算法经过改进后得到的星座图结果。不

同于PSK调制里各符号仅由相位进行区分， QAM调制里各符号在相位和幅度上均

有区别，所以原算法 19和算法20不再适用。对于QAM调制，我们分别对算法19和

算法20进行改进。具体地，第一种改进算法中，我们使用固定𝛽的方式，使得合成

的符号刚好等于期望符号。此时，只有有限个𝛽可供选择，其取值取决于当前符

号。通过变化发射权，窃听器的接收星座图即可被扰乱。类似地，第二种算法经

过改进后同时适用于 QAM调制。此时只需使用QAM的松弛符号区域，并允许目

标用户的接收信号位于松弛区域内。该场景下，𝛽可在特定范围内进行选取，其

具体范围取决于发射符号。

图7-14(a)和图7-14(b)展示了16-QAM下，利用两种改进算法得到的目标用户

和窃听器的无噪声接收星座图。具体地，第一种改进算法的结果见图7-14(a)，从

中可以看出在目标用户处合成了期望的星座图，而两个窃听器处的接收星座图是

随机的。图7-14(b)展示了使用QAM松弛符号区域后，第二种改进算法得到的接收

星座图结果。从图中可以看出，目标用户的接收符号均在松弛符号区域内，而窃

听器得到的星座图中没有清晰的模式。
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(a) (b)
图 7-14 16-QAM调制下在目标用户和窃听设备的接收星座图（红点表示目标用户接

收，绿点和蓝点分别表示第一个窃听器和第二个窃听器的接收信号）。(a)第

一种算法结果;(b)第二种算法结果

7.4.4 所提算法的保密性能

下面假设仅有一个窃听器，在此基础上调查所提算法的保密性能。为了实验

对比，我们将同时测试传统相控阵(conventional phased-array,CPA)传输，保密恒包

络预编码(secure constant-envelope precoding,SCEP)传输[93]，虚拟噪声传输(artificial

noise transmission,ANT) [157]。需要注意的是，保密恒包络预编码算法可能在目标

用户上产生噪声泄露，而虚拟噪声传输的代价是需要额外的射频链路。

分别考虑QPSK和8-PSK两种调制方式，信噪比从−10dB变化到30dB，不同算

法得到的目标用户的误符号率曲线如图7-15 所示。从图中可以看出，同一信噪

比下8-PSK调制的误符号率高于QPSK模式的响应值。所提两种算法性能差于传统

相控阵传输的性能。保密恒包络预编码传输在8-PSK调制下的误符号率高于10−1。

另外，由图7-15可以看出相同信噪比参数下，第二种算法的误符号率高于第一种

算法的相应值，这与理论预测是一致的。

相应地，窃听器的误符号率随信噪比变化曲线如图7-16所示，从中可以看出

对于所有考察的算法，8-PSK调制得到的误符号率要高于 QPSK调制的对应值。由

图7-16可以看出，对于每种调制方式，传统相控阵传输，保密恒包络预编码传输

以及虚拟噪声传输得到的误符号率均随信噪比的增加而降低，而所提算法的性能

几乎不受信噪比影响。对于所提的两种算法，任意信噪比下在窃听器处得到的误

符号率总是高于 0.3。另外，由图7-16可以看出，相同信噪比下第二种算法得到的

误符号率高于第一种算法的相应值。
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图 7-15目标用户误符号率随信噪比变化曲线
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图 7-16窃听设备误符号率随信噪比变化曲线

7.4.5 单路径信道保密性仿真

以上仿真均考虑多路径毫米波信道，下面对单路径信道进行测试和性能比

较。具体地，假设目标用户位于𝜃𝑇 = 30∘方向，另外在𝜃𝑈 = 28∘存在一个窃听器。

注意到窃听器方向与目标用户方向接近。由单路径毫米波信道模型，我们有 h =

a(𝜃𝑇 )，g= a(𝜃𝑈 )，其中 a(𝜃)为阵列导向矢量。在此基础上，分别考察8-PSK和16-

PSK两种调制方式下窃听器处的误符号率。除了传统相控阵传输，保密恒包络预

编码传输，以及虚拟噪声传输之外，同时测试天线子集调制(antenna subset modu-

lation,ASM)传输[98]，静默天线跳频(silent antenna hopping,SAH)传输[99]，以及倒置

天线子集传输(inverted antenna subset transmission,IAST)[100]。
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图7-17展示了 8-PSK调制方式下窃听器处的误符号率随信噪比变化曲线。从

图中可以看出，传统相控阵传输、保密恒包络预编码传输、天线子集调制传输，

静默天线跳频传输以及倒置天线子集传输获得降低的误符号率。虚拟噪声传输方

法的误符号率在信噪比高于 15dB时下降明显。在高信噪比场景下，所提的两种算

法性能优于已有算法，得到的误符号率高于 10−1.5。因此可以看出，尽管窃听器

离目标用户较近，所提算法仍然可以扰乱窃听器的接收信号。
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图 7-17 8-PSK调制时窃听设备误符号率随信噪比变化曲线

图7-18展示了16-PSK调制时窃听器的误符号率随信噪比变化曲线。与8-PSK调

制时的结果类似，所提的两种算法在高信噪比场景下得到的误符号率高于已有方

法。该场景下，虚拟噪声传输方法的性能与所提算法性能接近。然而，正如前文

提到，虚拟噪声传输需要额外的射频链路来产生虚拟噪声，其硬件成本更高。可

以看出，所提的两种算法几乎不受信噪比影响，而其它算法受信噪比影响明显。

由于调制阶数的增加，相比于图7-17中的结果，图7-18得到的不同算法的误符号

率有所提高。

7.5 本章小结

本章介绍了两种基于几何构造的相控阵传输模式下的保密通信算法。首先考

虑PSK调制，分析发现传统的星座图合成问题可以转换为复平面多边形构造问题。

而且，对于给定的星座图合成任务，深入分析发现在某种条件下存在无穷多个发

射权向量解。在此基础上提出时变权的概念，以符号率速度对发射权进行随机选

取。所提算法具有解析解和低的运算复杂度。第一种算法可以实现理想的星座图

合成，第二种算法在第一种算法的基础上，使用了松弛检测区域的概念进行改进。

与传统方法相比，所提算法对信道模型没有限制，且不需要开关电路。另外，所
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图 7-18 16-PSK调制时窃听设备误符号率随信噪比变化曲线

提算法不仅适用于PSK调制，也适用于其它调制类型。本章所提出的两种保密通

信算法具有解析解，硬件结构简单，且不受限于特定调制类型，为实际保密通信

系统的实现提供了重要的理论支撑。实验仿真证实了所提算法在不同场景下的有

效性。
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第八章 基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计

阵列存在相位误差时，传统DOA估计算法性能下降或失效。因此，研究存在

相位误差时的DOA估计算法具有重要的理论和应用价值。本章首先研究了等距线

阵情况下的DOA与相位误差联合估计问题，提出一种基于欧拉公式和数据相加的

部分校正阵列参数估计方法。在此基础上，研究了适用于任意阵列的DOA与相位

误差联合估计方法。此时问题建模为包含二次约束的最小二乘问题，最后利用凹

凸过程对问题进行了求解。仿真实验证实了所提两种算法的有效性。

8.1 基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计–等距线阵情况

8.1.1 信号模型

考虑𝑁元各向异性等距线阵，阵元间距为半波长，各阵元依次标号为1，2，

...，𝑁。以中间阵元为参考，其标号为(𝑁 +1)/2。考虑单个信源，其角度为𝜃0。

存在阵列误差时，𝜃方向的导向矢量可以表示为

̃︀a(𝜃) =Φa(𝜃) (8-1)

其中a(𝜃)为理想情况下𝜃方向的导向矢量，满足

a(𝜃) =
[︁
𝑒𝑗

(1−𝑁)
2 𝜋sin(𝜃), 𝑒𝑗

(3−𝑁)
2 𝜋sin(𝜃), · · · ,1, · · · , 𝑒𝑗

(𝑁−3)
2 𝜋sin(𝜃), 𝑒𝑗

(𝑁−1)
2 𝜋sin(𝜃)

]︁T
式(8-1)中 Φ = diag

{︀
[𝑒𝑗𝜑1 , 𝑒𝑗𝜑2 , · · · , 𝑒𝑗𝜑𝑁 ]

}︀
，𝜑𝑛表示第𝑛个阵元的相位误差， 𝑛 =

1,2, · · · ,𝑁。存在相位误差时，理想导向矢量与实际导向矢量之间存在失配，使
得传统的特征空间类DOA估计方法性能恶化。

本节针对等距线阵，考虑部分校正阵列的DOA与相位误差联合估计。以原点

阵元（标号为(𝑁+1)/2）为参考，同时假设另外某标号为𝑐的阵元已被校正。换句

话说，假设𝜑(𝑁+1)/2 = 0且 𝜑𝑐已知。阵列接收数据向量可以表示为

x(𝑡) = ̃︀a(𝜃)𝑠(𝑡)+n(𝑡) =Φa(𝜃)𝑠(𝑡)+n(𝑡) (8-2)

其中𝑠(𝑡)包含复信号包络，n(𝑡)为𝑁 × 1 维复高斯加性噪声。阵列的𝐿次快拍数据

可以表示为

X= [x(1),x(2), · · · ,x(𝐿)] =Φa(𝜃)S+N (8-3)
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其中S = [𝑠(1), 𝑠(2), · · · , 𝑠(𝐿)]， N = [𝑛(1),𝑛(2), · · · ,𝑛(𝐿)]。则阵列数据协方差矩阵
可以表示为

R= E{xxH}= 𝜎2𝑠Φa(𝜃)aH(𝜃)ΦH+𝜎2𝑛I (8-4)

其中𝜎2𝑛为噪声功率， 𝜎2𝑠 = E{𝑠(𝑡)𝑠H(𝑡)}为信号功率。协方差矩阵R通常由下式估

计

̂︀R=
1

𝐿
XXH (8-5)

下面考虑如何利用X或̂︀R 估计信号来波角度𝜃0以及相位误差 𝜑𝑛，𝑛 = 1, · · · ,𝑁，
𝑛 ̸= 𝑐，𝑛 ̸= (𝑁 +1)/2。

8.1.2 所提方法

不失一般性，下面假设𝑐 < (𝑁 +1)/2。

8.1.2.1 DOA和相位误差估计

介绍所提相位误差估计方法之前，首先定义如下选择矩阵

J1 ,
[︁
0 (𝑁+1)

2 × (𝑁−1)
2

I (𝑁+1)
2

]︁
∈ R

(𝑁+1)
2 ×𝑁 (8-6a)

J2 ,
[︁
0 (𝑁−1)

2 × (𝑁+1)
2

I (𝑁−1)
2

]︁
∈ R

(𝑁−1)
2 ×𝑁 (8-6b)

J3 ,
[︁
0 (𝑁−1)

2 × (𝑁−1)
2

I (𝑁−1)
2

0 (𝑁−1)
2

]︁
∈ R

(𝑁−1)
2 ×𝑁 (8-6c)

对于任意正实数𝐴和𝐵，由欧拉定理可知

𝑒𝑗𝐴+ 𝑒𝑗𝐵 = 2ℜ(𝑒𝑗
𝐴−𝐵

2 )𝑒𝑗
𝐴+𝐵

2 (8-7)

利用式(8-6)中的选择矩阵，我们构造如下数据

X1 = J1X (8-8)

X2 = J1flipud(X) (8-9)

其中flipud(·)表示对矩阵进行上下翻转。定义𝛩 , 𝜋sin(𝜃)。将X1和X2相加，并结

合式(8-7)得到

X12 = J1X+J1flipud(X) = 𝛤12b12S+N12 (8-10)

其中N12 = J1N+J1flipud(N)为混合噪声，𝛤12为实对角矩阵，满足

𝛤12 = 2diag

{︂[︂
1,ℜ

(︂
𝑒𝑗

2𝛩+𝜑(𝑁+3)/2−𝜑(𝑁−1)/2
2

)︂
, · · · ,ℜ

(︂
𝑒𝑗

(𝑁−1)𝛩+𝜑𝑁−𝜑1
2

)︂]︂}︂
(8-11)

198

万方数据



第八章基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计

式(8-10)中b12为复向量，可以表示为

b12 =

[︂
1, 𝑒𝑗

𝜑(𝑁+3)/2+𝜑(𝑁−1)/2
2 , · · · , 𝑒𝑗

𝜑𝑁+𝜑1
2

]︂T
(8-12)

图8-1对矩阵X1，X2以及X12的含义进行了直观地描绘。

1

2

3

N-1

∑

1

2

N-1

∑

∑

∑

∑

∑

∑

已校正阵元输出
未校正阵元输出
参考阵元输出

∑ 数据求和

X

X2

X12

X1

(N+1)/2 (N+1)/2

N

N

1

2

3

N

N-1

∑

1

2

∑

∑

∑

∑

X

X4

X34

X3

∑
(N+1)/2(N+1)/2

N-1

N

图 8-1阵列数据相加示意图

记R12表示数据X12的协方差矩阵， 𝛾12为R12的主特征向量。假设𝛾12已经过

归一化处理使其首元素为1。由子空间原理，向量𝛤12b12与 𝛾12张成相同的列空间，

即

span(𝛤12b12) = span(𝛾12) (8-13)

其中span(·)返回张成的列空间。由于𝛤12的元素符号未知，所以向量b12的相位可

能出现𝜋值的模糊。假设b12的各元素相位在 (−𝜋/2,𝜋/2)范围内分布，则有下式成
立

∠b12 = ∠𝛾12 (8-14)

由上式可以建立一系列关于相位𝜑𝑛的线性方程组。显然，由于可能的独立方程个

数少于未知变量的个数，方程将存在无穷多个解。为了得到唯一解，从而实现参

数估计，需要建立更多关于相位𝜑𝑛的方程。

与等式(8-8)和(8-9)类似，我们使用J2和J3构造如下四个矩阵

X3 = J2X (8-15)

X4 = J3flipud(X) (8-16)

X5 = J3X (8-17)

X6 = J2flipud(X) (8-18)
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如图8-2(a)和8-2(b)所示，分别将X3和X4，以及X5和X6进行相加，并利用下式构

造X34和X56

X34 =

⎡⎣ xT
0

X3+X4

⎤⎦= 𝛤34b34S+N34 (8-19)

X56 =

⎡⎣ xT
0

X5+X6

⎤⎦= 𝛤56b56S+N56 (8-20)

其中xT
0 =X((𝑁 +1)/2, :)，𝛤34和𝛤56均为实对角矩阵，N34和N56代表相应的混合

噪声，复向量b34和b56可分别表示为

b34 =

[︂
1, 𝑒𝑗

𝛩+𝜑 (𝑁+3)/2 +𝜑 (𝑁+1)/2
2 , · · · , 𝑒𝑗

𝛩+𝜑𝑁+𝜑2
2

]︂T
(8-21)

b56 =

[︂
1, 𝑒𝑗

−𝛩+𝜑 (𝑁+1)/2 +𝜑 (𝑁−1)/2
2 , · · · , 𝑒𝑗

−𝛩+𝜑(𝑁−1)+𝜑1
2

]︂T
(8-22)

将X34和X56的协方差矩阵分别记为 R34和R56，则可以得到

∠b34 = ∠𝛾34 (8-23)

∠b56 = ∠𝛾56 (8-24)

其中𝛾34和𝛾56分别为 R34和R56的主特征向量，且假设𝛾34和𝛾56已经过归一化处理

（首元素为1）。可以发现式(8-21)和(8-22)中引入了新参数𝛩。

1

2

3

N-1

∑

1

2

N-1

∑

∑

∑

∑

∑

∑

已校正阵元输出
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∑

∑

∑
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∑
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∑

∑

∑
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N
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图 8-2阵列数据错位相加示意图。(a)错位相加方式一;(b)错位相加方式二
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结合式(8-14)，(8-23)和(8-24)，可以得到下面等式

C1u= d1 (8-25a)

C2u= d2 (8-25b)

C3u= d3 (8-25c)

其中C𝑖 ∈ R(𝑁−1)/2×(𝑁+1)和d𝑖 ∈ R(𝑁−1)/2，𝑖= 1,2,3，分别定义为

C1 ,
[︁
P(𝑁−1)/2 0(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0(𝑁−1)/2

]︁
(8-26a)

C2 ,
[︁
0(𝑁−1)/2 P(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 1(𝑁−1)/2

]︁
(8-26b)

C3 ,
[︁
P(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0(𝑁−1)/2 −I(𝑁−1)/2

]︁
(8-26c)

以及

d1 ,∠𝛾12(2 : (𝑁 +1)/2) (8-27a)

d2 ,∠𝛾34(2 : (𝑁 +1)/2) (8-27b)

d3 ,∠𝛾56(2 : (𝑁 +1)/2) (8-27c)

式(8-25)中u ∈ R𝑁+1为参数向量，可以表示为

u= [𝜑1, ...,𝜑𝑛, ...,𝜑𝑁 ,𝛩]
T (8-28)

不难进一步将式(8-25)更紧凑地表示为

Bu= d (8-29)

其中B ∈ R3(𝑁−1)/2×(𝑁+1)和d ∈ R3(𝑁−1)/2分别满足

B=

⎡⎢⎢⎣
C1

C2

C3

⎤⎥⎥⎦=
1

2

⎡⎢⎢⎢⎣
P(𝑁−1)/2 0(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0(𝑁−1)/2

0(𝑁−1)/2 P(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 1(𝑁−1)/2

P(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0(𝑁−1)/2 −1(𝑁−1)/2

⎤⎥⎥⎥⎦ (8-30)

d=

⎡⎢⎢⎣
d1

d2

d3

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
∠𝛾12(2 : (𝑁 +1)/2)

∠𝛾34(2 : (𝑁 +1)/2)

∠𝛾56(2 : (𝑁 +1)/2)

⎤⎥⎥⎦ (8-31)

式(8-30)中P(𝑁−1)/2表示 (𝑁 −1)/2× (𝑁 −1)/2维交换矩阵，定义为

P(𝑁−1)/2 =

⎡⎢⎢⎣
1

. . .

1

⎤⎥⎥⎦ (8-32)
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由附录F.1可以推导得到

rank(C12) = rank(C13) = rank(C23) =𝑁 −1 (8-33)

其中

C𝑖𝑗 ,

⎡⎣ C𝑖

C𝑗

⎤⎦ , 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3}, 𝑖 < 𝑗 (8-34)

d𝑖𝑗 ,

⎡⎣ d𝑖

d𝑗

⎤⎦ , 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3}, 𝑖 < 𝑗 (8-35)

由式(8-33)可知，矩阵C𝑖𝑗为行满秩矩阵，其中 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3}，𝑖 < 𝑗。

假设𝜑(𝑁−1)/2 = 0且𝜑𝑐已知，不难得到̃︀C𝑖𝑗̃︀u= d𝑖𝑗−𝜑𝑐C𝑖𝑗(:, 𝑐), 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3}, 𝑖 < 𝑗 (8-36)

其中̃︀C𝑖𝑗 ∈ R(𝑁−1)×(𝑁−1)为修正后的系数矩阵，其可以通过从矩阵C𝑖𝑗中依次剔除

第(𝑁 +1)/2列和第𝑐列后得到，向量̃︀u ∈ R𝑁−1可以表示为

̃︀u=
[︀
𝜑1, · · · ,𝜑𝑐−1,𝜑𝑐+1, · · · ,𝜑(𝑁−1)/2,𝜑(𝑁+3)/2, · · · ,𝜑𝑁 ,𝛩

]︀T (8-37)

由于C𝑖𝑗为行满秩矩阵，其各行线性独立。类似于附录F.1，可以证明

rank
(︁̃︀C𝑖𝑗

)︁
=𝑁 −1 (8-38)

因此，矩阵对于任意给定的𝑁， ̃︀C𝑖𝑗为列满秩矩阵。进一步可知，式(8-36)一定存

在下面唯一最小二乘解： ̂︀̃︀u𝐿𝑆 = ̃︀C†
𝑖𝑗 [d𝑖𝑗−𝜑𝑐C𝑖𝑗(:, 𝑐)] (8-39)

其中̃︀C†
𝑖𝑗为

̃︀C𝑖𝑗的伪逆。利用式(8-39)即可同时估计DOA与相位误差。

8.1.2.2 提高实用性

不难得到，式(8-29)成立的前提是

max(abs(∠b))≤ 𝜋

2
(8-40)

其中b =
[︀
bT
12, b

T
34, b

T
56

]︀T，abs(·)为取绝对值操作。为了提高实用性，下面假设
DOA角度𝜃0分布于某已知区间：

𝜃0 ∈ [𝜃0− 𝛿,𝜃0+ 𝛿] (8-41)

其中𝜃0为𝜃0的粗略估计。
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为了使式(8-40)更容易满足，下面定义旋转因子Ω

Ω,
𝜋
[︀
sin(𝜃0− 𝛿)+ sin(𝜃0+ 𝛿)

]︀
2

(8-42)

在基础上，定义如下旋转对角矩阵Ξ

Ξ,Diag
{︁[︁
𝑒𝑗

(𝑁−1)Ω
2 , · · · ,1, · · · , 𝑒𝑗

(1−𝑁)Ω
2

]︁}︁
(8-43)

利用Ξ对原始阵列接收数据x(𝑡)进步旋转变换，得到如下的修正数据y(𝑡)

y(𝑡) =Ξx(𝑡) =Φa( ̃︀𝛩)𝑠(𝑡)+n𝑦(𝑡) (8-44)

其中 ̃︀𝛩 = 𝛩−Ω。由数据y(𝑡)即可估计得到 ̃︀𝛩的估计（记为 ̂︀̃︀𝛩），以及相位𝜑𝑛的估
计， 𝑛= 1, · · · ,𝑁，𝑛 ̸= (𝑁 +1)/2，𝑛 ̸= 𝑐。 DOA估计可由下式得到

̂︀𝜃 = arcsin(
̂︀̃︀𝛩+Ω

𝜋
) (8-45)

8.1.3 实验仿真

下面对所提算法进行仿真验证。为了实验进行对比，同时测试仿真MUSIC算

法[23]与WF算法[110]。仿真中，相位误差由下式产生

𝜑𝑛 =
√
12𝜎𝜑𝜂𝑛, 𝑛= 1, · · · ,𝑁 (8-46)

其中𝜂𝑛独立同分布，在[−0.5,0.5]范围内均匀分布。使用15阵元等距线阵进行仿

真，信源真实角度为12∘，已知该信源位于 [𝜃0−𝛿,𝜃0+𝛿]内，其中𝜃0 = 9∘， 𝛿 = 8∘。

快拍数取为512，且假设第一个阵元已校正。

8.1.3.1 空间谱对比

取𝜎𝜑 = 30∘，信噪比为15dB。图8-3对比了不同方法得到的空间谱曲线。从图

中可以看出，在未知阵列误差情况下MUSIC算法无法得到准确的DOA估计结果。

对于WF方法，其结果收敛至局部最优解，因此得到较大的角度估计偏差。所提方

法在真实信源角度处出现峰值，其DOA估计性能优于MUSIC算法和WF算法。

8.1.3.2 不同相位误差方差时的估计性能对比

取信噪比为15dB，图8-4对比了DOA与相位误差估计性能随相位误差标准差

变化曲线。具体地，图8-4(a)为DOA估计均方根误差随相位误差标准差变化曲线，

图8-4(b)为相位估计均方差误差随相位误差标准差变化曲线。从图中可以看出，三

种方法的估计性能均随相位误差标准差的增大而变差，且所提方法性能优于WF方

法和MUSIC方法。
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图 8-4不同相位误差方差时的估计性能对比。(a)DOA估计性能;(b)相位误差估计性能

8.1.3.3 不同信噪比时的估计性能对比

类似地，取𝜎𝜑 = 30∘，图8-5对比了DOA与相位误差估计性能随信噪比变化曲

线。具体地，图8-5(a)为DOA估计均方根误差随信噪比变化曲线，图8-5(b)为相位

估计均方差误差随信噪比变化曲线。从图中可以看出，信噪比越大三种方法的估

计性能越好。另外，在低信噪比情况下所提方法性能略差于WF方法。在高信噪比

情况下，所提方法性能优于WF方法。

8.2 基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计–任意阵列情况

8.2.1 信号模型

考虑𝑁元各向同性平面阵列，假设存在单信源，且信源与阵列平面共面，信
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图 8-5不同信噪比时的估计性能对比。(a)DOA估计性能;(b)相位误差估计性能

源角度为𝜃0。理想情况下，阵列导向矢量a(𝜃)可以表示为

a(𝜃) = [1, 𝑒𝑗2𝜋𝜆
−1pT

2 r, · · · , 𝑒𝑗2𝜋𝜆−1pT
𝑁r]T (8-47)

其中𝑗=
√
−1为虚数单位，p𝑛= [𝑥𝑛,𝑦𝑛]T代表第𝑛个阵元的位置坐标，𝑛=1,2, · · · ,𝑁，

r= [cos(𝜃),sin(𝜃)]T为𝜃方向的单位矢量。

考虑相位误差，实际导向矢量a𝑟(𝜃)满足

a𝑟(𝜃) = Γa(𝜃) (8-48)

其中Γ为相位误差矩阵

Γ= diag{[𝑒𝑗𝜑1 , 𝑒𝑗𝜑2 , · · · , 𝑒𝑗𝜑𝑁 ]} (8-49)

其中𝜑𝑛表示第𝑛个阵元的相位误差。不失一般性，这里以第一个阵元为参考，即

𝜑1 = 0。相应地，阵列接收数据可以表示为

x(𝑡) = a𝑟(𝜃)𝑠(𝑡)+n(𝑡) = Γa(𝜃)𝑠(𝑡)+n(𝑡) (8-50)

其中𝑠(𝑡)表示信号波形，n(𝑡)为复高斯加性噪声。除此之外，我们假设

𝐸 {𝑠(𝑡)𝑠*(𝑡)}= 𝜎2𝑠 (8-51a)

𝐸
{︀
n(𝑡)nH(𝑡)

}︀
= 𝜎2𝑛I (8-51b)

其中𝜎2𝑠和 𝜎2𝑛分别代表信号和噪声功率。 𝐿次快拍数据可以表示为

X= [x(1),x(2), · · · ,x(𝐿)] = Γa(𝜃)S+N (8-52)

其中S= [𝑠(1), · · · , 𝑠(𝐿)]，N= [n(1), · · · ,n(𝐿)]。
与前一节类似，这里假设第𝑐个阵元已被校正，即 𝜑𝑐已知。下面考虑如何利

用X估计DOA角度𝜃𝑐以及相位误差𝜑𝑛， 𝑛= 2, · · · , 𝑐−1, 𝑐+1, · · · ,𝑁。
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8.2.2 所提方法

8.2.2.1 DOA和相位误差估计

为了本节的完整性，首先介绍如下欧拉公式。具体地，假设𝐴和𝐵均为实数，

则有下面公式

𝑒𝑗𝐴+ 𝑒𝑗𝐵 = 2ℜ(𝑒𝑗
𝐴−𝐵

2 )𝑒𝑗
𝐴+𝐵

2 (8-53)

首先，由式(8-52)不难得到

X(𝑛, :) = 𝑒𝑗(2𝜋𝜆
−1pT

𝑛r+𝜑𝑛)S+N(𝑛, :) (8-54)

其中标记A(𝑛, :)表示矩阵A的第𝑛行。定义X𝑖+𝑘表示X(𝑖, :)和X(𝑘, :)的和，即

X𝑖+𝑘 ,X(𝑖, :)+X(𝑘, :) (8-55)

利用欧拉公式(8-53)，不难得到

X𝑖+𝑘 =X(𝑖, :)+X(𝑘, :)

=
(︁
𝑒𝑗(2𝜋𝜆

−1pT
𝑖 r+𝜑𝑖)+ 𝑒𝑗(2𝜋𝜆

−1pT
𝑘 r+𝜑𝑘)

)︁
S+N𝑖+𝑘

= 𝑐𝑖+𝑘𝑒
𝑗Ψ𝑖+𝑘S+N𝑖+𝑘 (8-56)

其中N𝑖+𝑘 =N(𝑖, :)+N(𝑘, :)为混合噪声，𝑐𝑖+𝑘为实数满足

𝑐𝑖+𝑘 = 2ℜ
(︂
𝑒𝑗(𝜋𝜆

−1(p𝑖−p𝑘)Tr+
𝜑𝑖−𝜑𝑘

2 )

)︂
(8-57)

式(8-56)中的Ψ𝑖+𝑘与未知参数𝜑𝑖，𝜑𝑘以及𝜃有关，具体来讲，Ψ𝑖+𝑘满足

Ψ𝑖+𝑘 = 𝜋𝜆−1(p𝑖+p𝑘)
Tr+(𝜑𝑖+𝜑𝑘)/2 = bT

𝑖+𝑘u (8-58)

其中u为如下参数向量

u= [𝜑1,𝜑2, · · · ,𝜑𝑁 ,cos(𝜃),sin(𝜃)]T ∈ R𝑁+2 (8-59)

式(8-58)中b𝑖+𝑘为系数向量，可以表示为

b𝑖+𝑘 =
[︁
0, · · · ,0,1/2,0, · · · ,0,1/2,0, · · · ,0,𝜋𝜆−1𝑥𝑛,𝜋𝜆

−1𝑦𝑛

]︁T
∈ R𝑁+2 (8-60)

上式b𝑖+𝑘中，其第𝑖和第𝑘个元素为1/2，最后两个元素分别为𝜋𝜆−1𝑥𝑛和 𝜋𝜆−1𝑦𝑛，

其余各元素均为零。

由(8-58)可知，Ψ𝑖+𝑘是𝜑𝑖和𝜑𝑘，以及DOA的映射函数cos(𝜃)和sin(𝜃) 的线性组

合。基于此，有可能利用Ψ𝑖+𝑘反解出未知的相位误差和DOA参数。
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为了估计Ψ𝑖+𝑘，我们构建下面数据矩阵Y𝑖+𝑘

Y𝑖+𝑘 =

⎡⎣X(1, :)

X𝑖+𝑘

⎤⎦=

⎡⎣ 1

𝑐𝑖+𝑘𝑒
𝑗Ψ𝑖+𝑘

⎤⎦S+

⎡⎣N(1, :)

N𝑖+𝑘

⎤⎦ (8-61)

由子空间原理不难得到

span

⎛⎝⎡⎣ 1

𝑐𝑖+𝑘𝑒
𝑗Ψ𝑖+𝑘

⎤⎦⎞⎠= span(𝛾𝑖+𝑘) (8-62)

其中𝛾𝑖+𝑘为Y𝑖+𝑘 的主左奇异向量，可以通过对Y𝑖+𝑘进行奇异值分解得到。具体

地，𝛾𝑖+𝑘满足

Y𝑖+𝑘 =
[︀
𝛾𝑖+𝑘,U2

]︀⏟  ⏞  
U

ΣVH (8-63)

上式中U和V分别代表 Y𝑖+𝑘的左奇异向量和右奇异向量。假设𝛾𝑖+𝑘的首元素已被

归一化为1，由式(8-62)得到

𝑐𝑖+𝑘𝑒
𝑗Ψ𝑖+𝑘 = 𝛾𝑖+𝑘(2) (8-64)

其中𝛾𝑖+𝑘(2)表示𝛾𝑖+𝑘的第二个元素。

注意到式(8-64)中的𝑐𝑖+𝑘可正可负，而且 Ψ𝑖+𝑘可能不在[0,2𝜋)范围内。因此，

如果𝑐𝑖+𝑘的符号信息未知，或者 Ψ𝑖+𝑘的范围信息未知，则不能准确地估计Ψ𝑖+𝑘。

如果假设

abs(Ψ𝑖+𝑘)≤ 𝜋/2 (8-65)

则由式(8-64)可知

Ψ𝑖+𝑘 = bT
𝑖+𝑘u= ∠(𝛾𝑖+𝑘(2)), atan

(︂
ℑ(𝛾𝑖+𝑘(2))
ℜ(𝛾𝑖+𝑘(2))

)︂
(8-66)

由于上式中的Ψ𝑖+𝑘位于区间 [−𝜋/2,𝜋/2]，则由式(8-64)可以得到Ψ𝑖+𝑘的正确估计。

由上述分析可知，如果(8-65)成立，则式 (8-66) 可以提供关于𝜑𝑖，𝜑𝑘和𝜃的测量信

息。

由前文假设，这里考虑部分校正阵列，此时𝜑1 = 0，𝜑𝑐已知，式(8-66)可以重

新整理为

wT
𝑖+𝑘v = ∠ [𝛾𝑖+𝑘(2)]−𝜑𝑐b(𝑐) (8-67)

上式中 v= [𝜑2, · · · ,𝜑𝑐−1,𝜑𝑐+1, · · · ,𝜑𝑁 ,cos(𝜃),sin(𝜃)]T为修正后的未知参数向量，不
难发现v可以通过从u中剔除元素𝜑1和𝜑𝑐后得到。类似地，w𝑖+𝑘可以通过从b𝑖+𝑘中

剔除相应位置的元素后得到。
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总结来讲，取所有可能的{𝑖,𝑘}组（满足𝑖,𝑘 = 1,2, · · · ,𝑁，𝑖 ̸= 𝑘），则可以基于

式(8-67)建立关于未知参数向量v的线性方程组。如果独立方程的个数足够，则可

能准确恢复未知向量v，从而实现 DOA和相位误差估计。图8-6对上述思想进行了

直观地示意。

Y

X
1 2

3

4

5

6

7

8

1 2+X

5 7+X

4 7+X

4 8+X
3 6+X

q

图 8-6所提的DOA与相位误差联合估计方法示意图

然而，需要注意到线性方程(8-66)或(8-67) 以条件(8-65)为前提。换言之，可

能只存在少数的{𝑖, 𝑗}组合可以使式(8-65)成立。如果独立方程个数不足，则可能

得到欠定方程，从而无法准确地进行参数估计。为了解决这个问题，提高算法的

实用性，下节提出改进措施。

8.2.2.2 提高实用性

首先合理地假设𝜑𝑛均匀分布于已知区间 [−Δ,Δ]，即 𝜑𝑛满足

𝜑𝑛 ∈ [−Δ,Δ] , 𝑛= 1,2, · · · ,𝑁 (8-68)

此外，假设真实DOA位于已知区间𝒟，即

𝒟 =
{︀
𝜃
⃒⃒
𝜃0− 𝛿𝜃 ≤ 𝜃0 ≤ 𝜃0+ 𝛿𝜃

}︀
(8-69)

其中𝜃0为DOA的粗估计，其与真实DOA𝜃0存在一定的偏差，式(8-69)中的 𝛿𝜃用来

描述DOA的扰动程度。

下面定义Ψ𝑖+𝑘 ̃︀Ψ𝑖+𝑘 ,Ψ𝑖+𝑘−𝐶𝑖+𝑘 (8-70)

其中𝐶𝑖+𝑘代表旋转因子。若𝐶𝑖+𝑘已知，则可以由̃︀Ψ𝑖+𝑘恢复出 Ψ𝑖+𝑘。因此，参考之

前式(8-65)，我们考虑如何使得下面条件成立

abs(̃︀Ψ𝑖+𝑘)≤ 𝜋/2 (8-71)
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为了满足上述不等式(8-71)，应该选择合适的𝐶𝑖+𝑘使得̃︀Ψ𝑖+𝑘为对称分布。此
时̃︀Ψ𝑖+𝑘的最大绝对值取得最小值，从而条件 (8-71)更容易满足。而且，由式(8-68)可

以得到

(𝜑𝑖+𝜑𝑘)/2 ∈ [−Δ,Δ] (8-72)

上式表明(𝜑𝑖+𝜑𝑘)/2对称分布。由于̃︀Ψ𝑖+𝑘 = 𝜋𝜆−1(p𝑖+p𝑘)Tr+(𝜑𝑖+𝜑𝑘)/2−𝐶𝑖+𝑘，
使得式 (8-71)成立的一个充分条件是

𝜋𝜆−1(p𝑖+p𝑘)
Tr−𝐶𝑖+𝑘 ∈ [−Δ𝑖+𝑘,Δ𝑖+𝑘] ,∀𝜃 ∈ 𝒟 (8-73a)

Δ+Δ𝑖+𝑘 ≤ 𝜋/2 (8-73b)

注意在式(8-73a)中，我们引入了哑变量Δ𝑖+𝑘。为了满足条件(8-73a)，我们取𝐶𝑖+𝑘为

𝐶𝑖+𝑘 =
(︁
𝛼
(𝑖+𝑘)
max +𝛼

(𝑖+𝑘)
min

)︁
/2 (8-74)

其中𝛼
(𝑖+𝑘)
max 和𝛼

(𝑖+𝑘)
min 由下式决定

𝛼
(𝑖+𝑘)
max =max

𝜃∈𝒟

(︀
𝜋𝜆−1(p𝑖+p𝑘)

Tr
)︀

(8-75a)

𝛼
(𝑖+𝑘)
min =min

𝜃∈𝒟

(︀
𝜋𝜆−1(p𝑖+p𝑘)

Tr
)︀

(8-75b)

在式(8-74)和(8-75)的参数设定下，可以得到

Δ𝑖+𝑘 =
(︁
𝛼
(𝑖+𝑘)
max −𝛼(𝑖+𝑘)

min

)︁
/2 (8-76)

而且，结合式(8-73)和(8-76)，满足式(8-71)的一个充分条件可以表示为

Δ+
(︁
𝛼
(𝑖+𝑘)
max −𝛼(𝑖+𝑘)

min

)︁
/2≤ 𝜋/2 (8-77)

因此，如果(8-71)成立，则不等式(8-77)一定成立。注意到对于给定的{𝑖,𝑘}，可以
离线判断式(8-77)是否成立。下面考虑如何得到̃︀Ψ𝑖+𝑘的估计，从而进一步构造关
于未知参数的方程。

总体来讲，确定̃︀Ψ𝑖+𝑘的过程类似于上节中Ψ𝑖+𝑘 的确定过程。具体来讲，如果

对于给定的{𝑖,𝑘}组合满足式(8-77)，我们使用 𝑒−𝑗𝐶𝑖+𝑘来补偿X(𝑖, :)和X(𝑘, :)，并将

补偿后的结果相加得到 ̃︀X𝑖+𝑘，即̃︀X𝑖+𝑘 =X(𝑖, :)𝑒−𝑗𝐶𝑖+𝑘 +X(𝑘, :)𝑒−𝑗𝐶𝑖+𝑘 (8-78)

由式(8-56)可将̃︀X𝑖+𝑘进一步表示为̃︀X𝑖+𝑘 = 𝑐𝑖+𝑘𝑒
𝑗 ̃︀Ψ𝑖+𝑘S+ ̃︀N𝑖+𝑘 (8-79)

其中̃︀N𝑖+𝑘=N(𝑖, :)𝑒−𝑗𝐶𝑖+𝑘+N(𝑘, :)𝑒−𝑗𝐶𝑖+𝑘。注意到式(8-79)中出现了̃︀Ψ𝑖+𝑘=Ψ𝑖+𝑘−
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𝐶𝑖+𝑘。由于abs(̃︀Ψ𝑖+𝑘)≤ 𝜋/2， ̃︀Ψ𝑖+𝑘的无模糊估计可以由下式得到̃︀Ψ𝑖+𝑘 = ∠(̃︀𝛾𝑖+𝑘(2)) (8-80)

其中̃︀𝛾𝑖+𝑘为̃︀Y𝑖+𝑘的主左奇异向量满足

̃︀Y𝑖+𝑘 =

⎡⎣X(1, :)̃︀X𝑖+𝑘

⎤⎦=

⎡⎣1
𝑒−𝑗𝐶𝑖+𝑘

⎤⎦Y𝑖+𝑘 (8-81)

其中Y𝑖+𝑘的定义见式(8-61)。注意在式(8-80)中，假设̃︀𝛾𝑖+𝑘的首元素已被归一化为1。

得到̃︀Ψ𝑖+𝑘的估计后，可以构造下面的方程
wT
𝑖+𝑘v = ∠ [̃︀𝛾𝑖+𝑘(2)]−𝜑𝑐b(𝑐)+𝐶𝑖+𝑘 , 𝑑𝑖+𝑘 (8-82)

注意到上面方程的建立基于̃︀𝛾𝑖+𝑘，而不是𝛾𝑖+𝑘。相比于条件(8-65)，条件(8-77)更

容易满足，因此可以得到更多的类似于式(8-82)中的方程。

8.2.2.3 包含二次约束的最小二乘问题

给定𝑖和𝑘的条件下，上节讨论了如何构造关于未知DOA 𝜃和相位误差𝜑的线性

方程（即方程(8-82)）。通过遍历𝑖和𝑘，则可以构造关于未知参数的线性方程组，

进而有可能实现DOA和相位误差的联合估计。

具体地，定义W为由向量wT
𝑖+𝑘沿列方向堆积成的矩阵，与之对应地，定义d为

由 𝑑𝑖+𝑘堆积成的向量，其中𝑖和𝑘满足(8-77)。则DOA和相位误差估计问题可由下面

包含二次约束的最小二乘问题进行建模：

min
v

‖Wv−d‖22 (8-83a)

s.t. ‖Zv‖22 = 1 (8-83b)

其中矩阵Z=
[︀
O2×(𝑁−2) I2

]︀
，用来使得约束 cos2𝜃+sin2𝜃 = 1成立。由文献[158]可

知，如果下面条件成立：

rank
(︁[︀

WT ZT
]︀T)︁=𝑁 (8-84)

则问题(8-83)可解。解得问题(8-83)后（将解记为̂︀v），可由下式子估计DOA和相位

误差：

̂︀𝜃 = asin(̂︀v(𝑁)) (8-85)

以及

̂︀𝜑𝑛 =
⎧⎨⎩ ̂︀v(𝑛−1), 2< 𝑛 < 𝑐̂︀v(𝑛−2), 𝑐 < 𝑛≤𝑁

(8-86)

显然，余下的问题就是如何解优化问题(8-83)。
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8.2.2.4 利用凹凸过程进行问题求解

本节中利用凹凸过程(convex-concave procedure,CCP)对问题(8-83)进行求解。

CCP具有广泛应用，可以用来解凸差规划(difference of convex,DC)问题。 CCP方法

以迭代的方式对原始DC问题凸划处理和求解，由文献 [159]可知，CCP的收敛性

可以很好的保证。

为了应用CCP方法，首先将问题(8-83)重新表述为：

min
v

vTWTWv−2dTWv (8-87a)

s.t. vTZTZv = 1 (8-87b)

对矩阵WTW进行特征值分解操作可以得到

WTW =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛q𝑛qH
𝑛 =

𝐶∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛q𝑛qH
𝑛⏟  ⏞  

,B+

−
𝑁∑︁

𝑛=𝐶+1

|𝜆𝑛|q𝑛qH
𝑛⏟  ⏞  

,B−

(8-88)

其中𝜆𝑛和q𝑛分别代表矩阵WTW的特征值和特征分量，𝑛= 1, · · · ,𝑁。而且，假设
特征值已被重新排列且满足：

𝜆1 ≥ ·· · ≥ 𝜆𝐶 ≥ 0> 𝜆𝐶+1 · · · ≥ 𝜆𝑁 (8-89)

根据式(8-89)不难发现，式(8-88)中的矩阵B+和 B−均为半正定矩阵。

另一方面，不难得到：

ZTZ=

⎡⎣ O𝑁−2 O(𝑁−2)×2

O2×(𝑁−2) I2

⎤⎦= I𝑁⏟ ⏞ 
,P+

−

⎡⎣ I𝑁−2 O(𝑁−2)×2

O2×(𝑁−2) O2

⎤⎦
⏟  ⏞  

,P−

(8-90)

显然，上式中的P+和P−均为半正定矩阵。

因此，问题(8-87)等价于：

min
v

vTB+v− (vTB−v+2dTWv) (8-91a)

s.t. vTP+v−vTP−v = 1 (8-91b)

其中B+，B−，P+，P−的定义见 (8-88)和(8-90)。进一步可以发现式(8-91a)中的

代价函数为DC函数。因此，只要约束(8-91b)也为DC函数，即可得到DC规划问题，
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从而可以利用 CCP方法进行求解。为此，可将问题(8-91)进一步表述为：

min
v

vTB+v⏟  ⏞  
,𝑓0(v)

−(vTB−v+2dTWv)⏟  ⏞  
,ℎ0(v)

(8-92a)

s.t. vTP+v⏟  ⏞  
,𝑓1(v)

−(vTP−v+1)⏟  ⏞  
,ℎ1(v)

≤ 0 (8-92b)

(vTP−v+1)⏟  ⏞  
,𝑓2(v)

−vTP+v⏟  ⏞  
,ℎ2(v)

≤ 0 (8-92c)

由于B+，B−，P+和P−均为半正定矩阵，所以问题(8-92)中的函数𝑓𝑙(v)和ℎ𝑙(v)均

为凸函数，𝑙=0,1,2。根据文献[159]的定义，问题(8-92)为DC规划问题，因此可以

用CCP方法进行求解。

CCP方法首先在可行集内选取一个初始点。对于问题(8-92)或(8-87)，取𝑘 = 1，

并进行如下初始化：

v1 = [0, · · · ,0,cos(𝜃0),sin(𝜃0)]T ∈ R𝑁 (8-93)

其中𝜃0为DOA的粗估计。在CCP的第𝑘步，将函数 ℎ𝑙(v)(𝑙 = 0,1,2)替换为ℎ̂𝑙(v;v𝑘)，

定义为：

ℎ̂𝑙(v;v𝑘), ℎ𝑙(v𝑘)+▽ℎT𝑙 (v𝑘)(v−v𝑘), 𝑙 = 0,1,2 (8-94)

由于ℎ̂𝑙(v;v𝑘)为关于v的仿射函数，所以 𝑓𝑙(v)− ℎ̂𝑙(v;v𝑘)为凸函数，𝑙 = 0,1,2。更

准确地，我们有

ℎ̂0(v;v𝑘) = ℎ0(v𝑘)+2(vT
𝑘B−+dTW)(v−v𝑘)

= 2(vT
𝑘B−+dTW)v−vT

𝑘B−v𝑘 (8-95a)

ℎ̂1(v;v𝑘) = ℎ1(v𝑘)+2vT
𝑘P−(v−v𝑘)

= 2vT
𝑘P−v−vT

𝑘P−v𝑘+1 (8-95b)

ℎ̂2(v;v𝑘) = ℎ2(v𝑘)+2vT
𝑘P+(v−v𝑘)

= 2vT
𝑘P+v−vT

𝑘P+v𝑘 (8-95c)

相应地，问题(8-92)的凸化形式（将ℎ𝑙(v)替换为ℎ̂𝑙(v;v𝑘)， 𝑙 = 0,1,2）为：

min
v

vTB+v−2(vT
𝑘B−+dTW)v (8-96a)

s.t. vTP+v ≤ 2vT
𝑘P−v−vT

𝑘P−v𝑘+1 (8-96b)

vTP−v+1≤ 2vT
𝑘P+v−vT

𝑘P+v𝑘 (8-96c)

一旦解出问题(8-96)（将解记为v𝑘,⋆），则可以更新𝑘 = 𝑘+1，取v𝑘 = v𝑘−1,⋆，并
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对问题(8-96)进行迭代求解直到满足收敛条件。最终即可得到v的最终估计值（记

为̂︀v = v𝑘）。算法21总结了利用CCP方法对问题(8-83)进行求解的步骤。

算法 21利用CCP方法求解问题(8-83)

1: 输入： 𝑘 = 1，v1（见式(8-93)）。

2: while不收敛 do

3: 求解问题(8-96)，并将解记为v𝑘,⋆。

4: 更新𝑘 = 𝑘+1，取v𝑘 = v𝑘−1,⋆。

5: end while

6: 输出： ̂︀v = v𝑘。

前文提到，一旦解出问题(8-83)的解̂︀v，则可以相应确定 DOA与相位误差值。

最终，基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计方法总结见算法22。

8.2.3 克莱美罗界

本节给出DOA与相位误差估计的克莱美罗界(Cramer-Rao Bounds,CRBs)。由

前文可知，协方差矩阵满足

R= 𝜎2𝑠Γa(𝜃)a
H(𝜃)ΓH+𝜎2𝑛I= 𝜎2𝑠a𝑟(𝜃)a

H
𝑟 (𝜃)+𝜎

2
𝑛I (8-97)

根据文献[127]的推导结果，DOA𝜃的CRB满足：

CRB(𝜃) =
1

2𝜎4𝑠𝑁

{︁
ℜ
(︁
aH𝑟 (𝜃)R

−1a𝑟(𝜃)ȧH𝑟 (𝜃)R
−1ȧ𝑟(𝜃)+

(︀
aH𝑟 (𝜃)R

−1ȧ𝑟(𝜃)
)︀2)︁}︁−1

其中ȧ𝑟(𝜃)定义为：

ȧ𝑟(𝜃),
𝜕a𝑟(𝜃)

𝜕𝜃
(8-98)

另一方面，定义𝜑为

𝜑= [𝜑2, · · · ,𝜑𝑐−1,𝜑𝑐+1, · · · ,𝜑𝑁 ]T (8-99)

则根据文献[127]，相位误差的CRB可由下式计算得到：

CRB(𝜑) =
1

2𝜎4𝑠𝑁

{︁
ℜ
(︁
J
[︀(︀
a𝑟(𝜃)aH𝑟 (𝜃)R

−1a𝑟(𝜃)aH𝑟 (𝜃)
)︀
⊙

(R−1)T−
(︀
a𝑟(𝜃)aH𝑟 (𝜃)R

−1
)︀
⊙
(︀
a𝑟(𝜃)aH𝑟 (𝜃)R

−1
)︀T ]︀

JT
)︁}︁−1

(8-100)
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算法 22基于欧拉公式的DOA与相位误差联合估计方法
1: 输入：DOA粗估计值𝜃0，DOA扰动量𝛿，Δ。

2: for 𝑖= 1→𝑁 do

3: for 𝑘 = 1→𝑁,𝑘 ̸= 𝑖 do

4: 利用式(8-75)得到𝛼(𝑖+𝑘)
max 和𝛼

(𝑖+𝑘)
min 。

5: if如果条件(8-77)满足 then

6: 由式(8-60)得到向量b𝑖+𝑘，对 b𝑖+𝑘进行修正得到向量w𝑖+𝑘。

7: 分别用(8-74)，(8-78)和(8-81)得到𝐶𝑖+𝑘，̃︀X𝑖+𝑘和̃︀Y𝑖+𝑘。

8: 对̃︀Y𝑖+𝑘进行奇异值分解得到̃︀𝛾𝑖+𝑘，由式(8-82)得到𝑑𝑖+𝑘。

9: end if

10: end for

11: end for

12: 构造W和d。

13: if rank
(︁
[WT ZT]T

)︁
==𝑁 then

14: 利用CCP方法（见算法21）求解问题(8-83)，将解记为̂︀v。
15: 分别由(8-85)和(8-86)得到̂︀𝜃和 ̂︀𝜑𝑛。
16: else

17: 取̂︀𝜃 = 𝜃0， ̂︀𝜑𝑛 = 0，𝑛= 2, · · · , 𝑐−1, 𝑐+1, · · · ,𝑁。
18: end if

19: 输出： ̂︀𝜃和̂︀𝜑𝑛。
其中J为(𝑁 −2)×𝑁维矩阵，其第(𝑖, 𝑗)个元素满足：

J𝑖,𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑖≤ 𝑐−2, 𝑖= 𝑗−1

1, 𝑖 > 𝑐−2, 𝑖= 𝑗−2

0, 否则

(8-101)

8.2.4 实验仿真

本节对所提算法进行仿真验证。实验中相位误差 {𝜑𝑛}𝑁𝑛=1由下式产生：

𝜑𝑛 =
√
12𝜎𝜑𝜂𝑛 (8-102)

其中𝜂𝑛为在[−0.5,0.5]内均匀分布的随机变量， 𝜎𝜑为相位误差𝜑𝑛的标准差，𝑛 =

1, · · · ,𝑁。考虑𝑁 = 7阵元的二维阵列，各阵元位置信息如表8-1所示。以第1个阵

元为参考阵元，并假设第6个阵元已校正。图8-7为阵列示意图。

考虑单个信源，假设信源来向与阵列平面共面，来波角度为𝜃 = 26∘。我们

已知信源位于[𝜃0− 𝛿𝜃, 𝜃0+ 𝛿𝜃]区间内，其中𝜃0 = 24∘，𝛿𝜃 = 8∘。除非特别说明，设
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表 8-1二维阵列阵元位置

𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑦𝑛(𝜆) 𝑛 𝑥𝑛(𝜆) 𝑦𝑛(𝜆)

1 0.00 0.00 5 2.50 2.03

2 1.79 -0.85 6 -3.84 -0.27

3 -0.22 1.80 7 1.25 -3.00

4 -1.94 -1.95

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

1

2

3

4

5

6

7

图 8-7二维阵列示意图

𝜎𝜑 = 10∘，SNR = 15dB，快拍数取为400。为了进行实验对比，同时测试WF算

法[110]性能，并与CRB进行对比。

8.2.4.1 不同相位误差标准差时的估计性能

图8-8对比了DOA与相位误差估计性能随相位误差标准差变化曲线。具体地，

图8-8(a)为DOA估计均方根误差随相位误差标准差变化曲线，图8-8(b)为相位估计

均方差误差随相位误差标准差变化曲线。可以看出，所提方法性能优于WF方法。

另外从图中可以发现，相位误差标准差越大，两种算法的估计性能越差。

8.2.4.2 不同信噪比时的估计性能

图8-9对比了DOA与相位误差估计性能随信噪比变化曲线。具体地，图8-9(a)展

示了DOA估计均方根误差随信噪比变化曲线，图8-9(b)为相位估计均方差误差随

信噪比变化曲线。从图中可以看出，所提方法性能优于WF方法。另外从图中可以

发现，信噪比越高，两种算法的估计性能越好。
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图 8-8不同相位误差标准差时的估计性能。(a)DOA估计性能;(b)相位误差估计性能
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图 8-9不同信噪比时的估计性能。(a)DOA估计性能;(b)相位误差估计性能

8.2.4.3 不同快拍数时的估计性能

图8-10对比了DOA与相位误差估计性能随快拍数的变化曲线。具体地，图8-

10(a)为DOA估计均方根误差随快拍数变化曲线，图8-10(b)为相位估计均方差误差

随快拍数变化曲线。从图中可以看出，所提方法性能优于WF方法。另外从图中可

以发现，快拍数越大，两种算法的估计性能越好。

8.3 本章小结

本章首先讨论了等距线阵情况下DOA与相位误差联合估计问题。假设阵列存

在一个已校正阵元，所提方法通过对阵列数据进行求和并借助欧拉公式和子空间

原理来提取出DOA和相位误差信息。并最终将DOA与相位误差联合估计问题建模
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图 8-10不同快拍数时的估计性能。(a)DOA估计性能;(b)相位误差估计性能

为最小二乘问题。所提方法具有较低的运算复杂度，且对已校正阵元的位置无限

制。仿真实验证实了所提算法的有效性。

本章还讨论了任意阵列情况下DOA与相位误差联合估计问题。假设阵列存在

一个已校正阵元，所提方法通过对阵列数据进行求和，并借助欧拉公式和子空间

原理来提取出DOA和相位误差信息。最终将DOA与相位误差联合估计问题建模为

具有二次约束的最小二乘问题，并利用凹凸过程进行问题求解。所提方法对已校

正阵元的位置无限制。仿真实验证实了所提算法的有效性。
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第九章 全文总结与展望

9.1 全文总结

本文研究阵列方向图控制理论与算法。所涉及的理论与方法主要包括：线性

空间理论、正交投影理论、斜投影理论、优化理论、几何方法、欧拉公式等。具

体应用包括：灵活地方向图控制新方法、稳健旁瓣方向图综合方法、唯相位方向

图调整方法、低功耗相控阵保密通信方法、稳健的阵列参数估计方法。本文主要

研究工作总结如下：

（1）针对阵列响应控制和方向图综合灵活性差的问题，提出了一种简单有效

的单点精确阵列响应控制方法（A2RC方法），该方法具有解析表达式同时可以有

效避免方向图畸变现象。通过迭代应用所提方法，实现了方向图的快速合成。该

方法突破了传统的方向图整体设计的框架，利用单点精确控制的概念实现方向图

合成。研究阵列响应控制和方向图综合，提出了一种简单有效的多点阵列响应控

制方法 (MA2RC方法)。对MA2RC进行改进，提出一种可以有效避免波束中心偏

移多点方向图控制算法（M2A2RC方法）。利用所提算法实现了快速方向图设计。

提出了一种最优阵列响应控制算法（OPARC算法）。基于OPARC，提出了协方差

矩阵加载的概念。算法可以应用在静态和自适应波束形成中。另外研究最优阵列

响应控制算法以及协方差矩阵加载的具体应用，应用背景包括数据独立和数据依

赖两种场景。仿真结果显示，所提算法大大改善了传统波束形成器的性能。

（2）A2RC算法需要借助经验信息进行参数寻优，为了克服该缺点，本文提

出一种权向量正交分解算法（WORD算法），实现了在给定初始权向量条件下对

单个方向响应的精确控制。研究存在阵列误差时的方向图控制。首先对存在误差

时阵列方向图的上界进行分析，基于此提出了一种稳健的方向图控制方法，可以

对上界方向图电平进行精确调整。通过对方向图上界进行迭代控制，可以实现阵

列存在误差时的稳健方向图综合。

（3）提出了一种基于斜投影理论的灵活方向图控制算法（FARCOP算法）。

所提算法从自适应阵列理论出发，将最优权进行重新表示，由此得到一种新的权

向量更新模型。所提算法实质上将虚拟干扰功率与阵列波束响应电平进行解耦，

算法灵活简单，对于对称阵列可以得到解析表达式。将WORD算法与斜投影概念

结合，提出一种灵活的多点控制算法。通过对所提算法进一步改进，提出一种不

会产生波束中心偏移的方向图灵活控制算法。
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（4）研究高性能阵列方向图综合。将方向图综合问题建模为非凸问题，利用

拟凸优化和半正定松弛方法来解决该非凸问题。算法可以得到较高的阵列增益。

（5）提出一种几何辅助的唯相位方向图控制方法。对于给定的权向量，所提

方法在唯相位的约束下可以精确快速地实现单点方向图电平调节。所提的几何辅

助方法通过多边形构造来实现方向图电平调节。为了在非控制区域产生较小的方

向图变化，从而避免方向图畸变，提出了一种低运算复杂度的相位确定方法。仿

真实验验证了所提的几何辅助方法的有效性。该方法的缺点是只能控制单个点的

电平，无法实现多方向的电平控制。

（6）提出两种基于几何构造的相控阵传输模式下的保密通信算法。首先考

虑PSK调制，分析发现传统的星座图合成问题可以转换为复平面多边形构造问题。

而且，对于给定的星座图合成任务，深入分析发现在某种条件下存在无穷多个发

射权向量解。在此基础上提出时变权的概念，以符号率速度对发射权进行随机选

取。所提方法具有解析解和低的运算复杂度。与传统方法相比，所提方法对信道

模型没有限制，且不需要开关电路。实验仿真证实了所提算法在不同场景下的有

效性。

（7）研究等距线阵下的DOA与相位误差估计问题。针对部分校正阵列，提出

了一种基于欧拉公式的单源DOA与阵列相位误差联合估计方法。参数估计最终建

模为最小二乘问题，从而可以解析地得到DOA以及相位误差值。研究DOA与相位

误差估计问题。针对任意结构的部分校正阵列，提出一种DOA与相位误差联合估

计方法。可以实现阵列存在相位误差时的单信号源DOA估计。

9.2 后续工作展望

本文研究基于矩阵理论与方法的阵列处理新算法并取得一定进展。在本文研

究工作的基础上，仍有以下方向值得进一步研究：

（1）研究大规模相控阵唯相位发射置零的解析方法。发射置零是阵列信号

处理的难点问题，唯相位置零由于恒模约束的限制，导致问题难以求解。已有方

法一般通过凸/非凸优化方法来得到相位加权。当应用大规模阵列时，会有计算量

大，无法实时应用等问题。鉴于此，计划研究唯相位置零的解析方法。计划将该

问题转换为多边形构造问题，另外研究特定阵列结构下的唯相位发射置零方法。

（2）传统的唯相位置零中，一般不限制移相器的精度。实际中，移相器精度

有限，这使得实际的高精度唯相位置零更具挑战性。鉴于此，计划研究使用有限

精度移相器时的高性能唯相位置零方法。
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（3）研究基于机会约束的稳健方向图综合方法。已有的方向图综合方法很少

考虑阵列误差，而实际中阵列误差不可避免。鉴于此，计划研究阵列存在误差时

的稳健方向图综合方法。为了得到更合实际的方向图，考虑利用机会约束对问题

进行建模。机会约束将阵列误差的概率分布考虑在内，可避免主瓣加宽，进而得

到高增益的方向图。

（4）研究恒包络的预编码算法。放大器的功耗通常很大，为了降低其功率消

耗，考虑限制放大器工作于饱和状态。这就需要传输信号具有恒定包络。为了实

现恒定包络的信息传输，拟研究恒包络的预编码问题。实际上，该问题可以等价

地建模为复平面上的多边形构造问题。多边形构造方法不仅灵活简单，而且有解

析表达式，运算量低，这为大规模阵列低功耗实时预编码提供了可能。

（5）研究低功耗混合预编码的解析算法。传统的数字发射波束形成中，每个

阵元天线需要单独连接一个射频链路（包括放大器，混频器，数模转换等）。当应

用大规模天线阵时，需要等数量的射频链路来实现数字波束形成，这会大大增加

硬件成本和功耗。为了降低硬件成本，同时不严重损失系统性能，考虑应用混合

预编码结构。鉴于此，计划研究混合预编码的解析算法，具体可借助几何方法和

矩阵分解等来实现。
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附录

A.1 定理2.2.1的证明

清晰起见，下面我们将复数𝑥的实部和虚部分别记为：

𝑥𝑟 =Re(𝑥), 𝑥𝑖 = Im(𝑥) (A-1)

为了简化证明，下面我们仅考虑D=R的场景。此时对于任意𝜑 ∈R，等式(2-39)可

以重新表示为： (𝑎1− 𝑐𝑏1)/(𝑐𝑏2−𝑎2) = 𝑒𝑗𝜑。由此可以得到|𝑐𝑏1− 𝑎1| = |𝑐𝑏2−𝑎2|。
利用(A-1)中的符号标记，可以得到： |(𝑐𝑟+ 𝑗𝑐𝑖)(𝑏1𝑟+ 𝑗𝑏1𝑖)− (𝑎1𝑟+ 𝑗𝑎1𝑖)| = |(𝑐𝑟+
𝑗𝑐𝑖)(𝑏2𝑟+ 𝑗𝑏2𝑖)− (𝑎2𝑟+ 𝑗𝑎2𝑖)|。该式可以更紧凑地表示为：

𝑓(c) = cTBΛBTc−2aT⋆B
Tc+aT1 a1−aT2 a2 = 0 (A-2)

其中 c = [𝑐𝑟 𝑐𝑖]T， Λ = diag([1 1 −1 −1])， B = [b1 Pb1 b2 Pb2]， b𝑙 =

[𝑏𝑙𝑟 − 𝑏𝑙𝑖]T， a⋆ = [aT1 −aT2 ]
T， a𝑙 = [𝑎𝑙𝑟 𝑎𝑙𝑖]T， (𝑙 = 1,2)，P为下面矩阵

P=

⎡⎣ −1

1

⎤⎦ (A-3)

另外不难发现：

b𝑙b
T
𝑙 +Pb𝑙b

T
𝑙 P

T =
(︀
bT
𝑙 b𝑙
)︀
I, 𝑙 = 1,2 (A-4)

BΛBT =
(︀
bT
1 b1−bT

2 b2

)︀
I (A-5)

定义：

ℎ𝑎 , aT1 a1−aT2 a2, ℎ𝑏 , bT
1 b1−bT

2 b2 (A-6)

则𝑓(c)可以重新表示为：

𝑓(c) = ℎ𝑏c
Tc−2aT⋆B

Tc+ℎ𝑎

= ℎ𝑏

(︂
c− 1

ℎ𝑏
Ba⋆

)︂T(︂
c− 1

ℎ𝑏
Ba⋆

)︂
− 1

ℎ𝑏
aT⋆B

TBa⋆+ℎ𝑎

= 0 (A-7)

由上式可以看出，c位于以圆心为 c0 =
1

ℎ𝑏
Ba⋆，半径为𝑟𝑐 =

√︃
1

ℎ2𝑏
aT⋆BTBa⋆−

ℎ𝑎
ℎ𝑏
的

圆 C0上，证毕。
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A.2 定理2.2.2的证明

将𝑎1 = 𝑢21，𝑎2 =
√︀
−𝜆1/𝜆2𝑢22，𝑏1 = 𝑢11，𝑏2 =

√︀
−𝜆1/𝜆2𝑢12代入定理2.2.1即

可得到定理(2.2.2)。具体来讲，我们使用𝑥𝑟 = Re(𝑥)和𝑥𝑖 = Im(𝑥)来分别表示𝑥的

实部和虚部。简化起见，这里假设F = R，其中F的定义见式(2-37)。由式(2-36)可

知，𝜇𝑘对应于式(2-39)中的𝑐。相应地，𝑎1 = 𝑢21，𝑎2 =
√︀
−𝜆1/𝜆2𝑢22，𝑏1 = 𝑢11，

𝑏2 =
√︀
−𝜆1/𝜆2𝑢12。根据定理2.2.1，我们有：

a1 =
[︁
𝑢21𝑟 𝑢21𝑖

]︁T
(A-8)

a2 =
[︁√︀

−𝜆1/𝜆2𝑢22𝑟
√︀

−𝜆1/𝜆2𝑢22𝑖
]︁T

(A-9)

b1 =
[︁
𝑢11𝑟 −𝑢11𝑖

]︁T
(A-10)

b2 =
[︁√︀

−𝜆1/𝜆2𝑢12𝑟 −
√︀

−𝜆1/𝜆2𝑢12𝑖
]︁T

(A-11)

a⋆ =
[︁
𝑢21𝑟 𝑢21𝑖 −

√︁
−𝜆1
𝜆2
𝑢22𝑟 −

√︁
−𝜆1
𝜆2
𝑢22𝑖

]︁T
(A-12)

B=

⎡⎣ 𝑢11𝑟 𝑢11𝑖

√︁
−𝜆1
𝜆2
𝑢12𝑟

√︁
−𝜆1
𝜆2
𝑢12𝑖

−𝑢11𝑖 𝑢11𝑟 −
√︁

−𝜆1
𝜆2
𝑢12𝑖

√︁
−𝜆1
𝜆2
𝑢12𝑟

⎤⎦ (A-13)

利用式(A-6)，可以得到：

ℎ𝑎 = |𝑢21|2+(𝜆1/𝜆2)|𝑢22|2 (A-14)

ℎ𝑏 = |𝑢11|2+(𝜆1/𝜆2)|𝑢12|2 (A-15)

下面首先推导圆心c𝜇的坐标。利用式(2-41)，可以将c𝜇表示为：

c𝜇 =
1

ℎ𝑏
Ba⋆ =

⎡⎣(𝑢11𝑟𝑢21𝑟+𝑢11𝑖𝑢21𝑖)(𝜆2−𝜆1)
(𝑢11𝑟𝑢21𝑖−𝑢11𝑖𝑢21𝑟)(𝜆2−𝜆1)

⎤⎦
𝜆2|𝑢11|2+𝜆1|𝑢12|2

(A-16)

注意在上式中，我们利用了矩阵U的行正交性，即
[︁
𝑢*11 𝑢*12

]︁[︁
𝑢21 𝑢22

]︁T
= 0，或

者等价地：

(𝑢11𝑟𝑢21𝑟+𝑢11𝑖𝑢21𝑖)+(𝑢12𝑟𝑢22𝑟+𝑢12𝑖𝑢22𝑖) = 0 (A-17)

(𝑢11𝑟𝑢21𝑖−𝑢11𝑖𝑢21𝑟)+(𝑢12𝑟𝑢22𝑖−𝑢12𝑖𝑢22𝑟) = 0 (A-18)

由于Q=UΛUH，根据式(A-17)和(A-18)有

Re(Q(1,2)) = (𝜆1−𝜆2)(𝑢11𝑟𝑢21𝑟+𝑢11𝑖𝑢21𝑖) (A-19)

Im(Q(1,2)) = (𝜆2−𝜆1)(𝑢11𝑟𝑢21𝑖−𝑢11𝑖𝑢21𝑟) (A-20)

所以，式(A-16)的分子项可以表示为[−Re(Q(1,2)) Im(Q(1,2))]T。
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下面考虑式(A-16)的分母项。通过展开Q=UΛUH，不难得到：

𝜆1|𝑢21|2+𝜆2|𝑢22|2 =Q(2,2) (A-21)

由于U为酉矩阵，我们有 |𝑢11|2+ |𝑢12|2 = |𝑢12|2+ |𝑢22|2 = |𝑢11|2+ |𝑢21|2 = 1。进一

步可以得到

|𝑢12|2 = |𝑢21|2, |𝑢11|2 = |𝑢22|2 (A-22)

结合式(A-21)和(A-22)，可以得到

𝜆2|𝑢11|2+𝜆1|𝑢12|2 =Q(2,2) (A-23)

综上可以得到

c𝜇 =

⎡⎣−Re(Q(1,2))

Im(Q(1,2))

⎤⎦
Q(2,2)

(A-24)

下面我们推导𝑟𝜇。由式(A-16)可以得到

aT⋆B
TBa⋆ = (1−𝜆1/𝜆2)2 |𝑢11|2|𝑢21|2 (A-25)

结合式(A-14)，(A-15)，(A-22)以及(A-25)，可以得到下面表达式

aT⋆B
TBa⋆−ℎ𝑎ℎ𝑏 =−𝜆1/𝜆2 (A-26)

由于det(Q) = 𝜆1𝜆2，可以从式 (A-23)和(A-26)得到

𝑟2𝜇 =
aT⋆B

TBa⋆−ℎ𝑎ℎ𝑏
ℎ2𝑏

=
−det(Q)

Q2(2,2)
(A-27)

上式可以重新表示为

𝑟𝜇 =

√︀
−det(Q)

|Q(2,2)|
(A-28)

A.3 式(2-86)–(2-89)推导

由于H𝑚为列满秩矩阵，根据式(2-84)可以得到[︁
bT
𝑚 𝑐𝑚

]︁T
=H†

𝑚H1

[︁
bT
1 𝑐1

]︁T
(A-29)

其中H†
𝑚 = (HH

𝑚H𝑚)
−1HH

𝑚，𝑚= 2, · · · ,𝑀。将式(A-29)代入式(2-84)中得到

H1

[︁
bT
1 𝑐1

]︁T
=H𝑚H

†
𝑚H1

[︁
bT
1 𝑐1

]︁T
, 𝑚= 2, · · · ,𝑀 (A-30)

或等价地，

(I𝑁 −H𝑚H
†
𝑚)H1

[︁
bT
1 𝑐1

]︁T
= 0, 𝑚= 2, · · · ,𝑀 (A-31)
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显然，式(A-31)中的𝑀 −1个等式可以紧凑地表示为

G
[︁
bT
1 𝑐1

]︁T
= 0 (A-32)

其中矩阵G定义如下

G,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(I𝑁 −H2H

†
2)H1

(I𝑁 −H3H
†
3)H1

...

(I𝑁 −H𝑀H†
𝑀 )H1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ C((𝑀−1)𝑁)×(𝑁−1) (A-33)

由于式(2-84)中𝑐1非零， b1和𝑐1的求解可以描述为

find
[︁
bT
1 𝑐1

]︁T
∈ C𝑁−1

subject to G
[︁
bT
1 𝑐1

]︁T
= 0, 𝑐1 ̸= 0

(A-34)

上述问题等价于

find ̃︀b ∈ C𝑁−2

subject to G
[︁̃︀bT

1 1
]︁T

= 0
(A-35)

其中̃︀b = b1/𝑐1为待求解的新变量。为了得到式(A-35)的解析解，首先将 G进行如

下划分

G=
[︁
F q

]︁
(A-36)

其中F为矩阵G的前(𝑁 − 2)个列构成的矩阵， q为G的最后一列。则约束(A-35)可

以等价地表示为

F̃︀b1 =−q (A-37)

这就证明了式(2-86)–(2-88)。下面分3步来说明等式(A-37)的一致性。

第1步: 对于任意给定的𝑚 ∈ {2, · · · ,𝑀}，I𝑁 − (H𝑚H
†
𝑚) 为子空间ℛ⊥(H𝑚)的

正交投影矩阵，因此可以得到

ℛ(I𝑁 − (H𝑚H
†
𝑚)) =ℛ(h𝑚) (A-38)

其中h𝑚为ℛ⊥(H𝑚)的基向量。根据式(A-38)，一定存在某初等变换矩阵E𝑚使得下

式成立 [︁
I𝑁 − (H𝑚H

†
𝑚)
]︁
E𝑚 =

[︁
h𝑚 O

]︁
(A-39)
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由于I𝑁 − (H𝑚H
†
𝑚)是复共轭对称矩阵，上式(A-39)等价于

EH
𝑚

[︁
I𝑁 − (H𝑚H

†
𝑚)
]︁
=

⎡⎣hH
𝑚

O

⎤⎦ (A-40)

结合式(A-40)以及G的表达式，可以得到

EG= ̃︀HH1, EF= ̃︀HU12 (A-41)

其中

E,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
EH
2

EH
3

. . .

EH
𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , ̃︀H,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎛⎝hH
2

O

⎞⎠⎛⎝hH
3

O

⎞⎠
...⎛⎝hH
𝑀

O

⎞⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A-42)

由于初等变换矩阵E𝑚(𝑚= 2, · · · ,𝑀 )可逆，可知矩阵E可逆。因此，我们得到

rank(F) = rank(EF) = rank(̃︀HU12) = rank(HU12) (A-43)

其中H定义为

H,
[︁
h2 h3 · · · h𝑀

]︁H
(A-44)

同时，不难发现下述四个等式是等价的

Gx= 0, EGx= 0, ̃︀HH1x= 0, HH1x= 0 (A-45)

因此可以得到

F̃︀b1 =−q⇔G
[︁̃︀bT

1 1
]︁T

= 0

⇔HH1

[︁̃︀bT
1 1

]︁T
= 0

⇔HU12
̃︀b=−Hw𝑘+1,1 (A-46)

第2步: 下面我们得到矩阵HU12的一种等价表示形式。推导之前，首先分析

向量h𝑚。

对于给定的𝑚 ∈ {2, · · · ,𝑀}，h𝑚表示子空间ℛ⊥(H𝑚)的基向量，满足⎧⎨⎩h𝑚 ∈ℛ⊥(H𝑚)

h𝑚 ̸= 0
(A-47)
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其中H𝑚 =
[︁
U𝑚2 w𝑘+1,𝑚

]︁
为列满秩矩阵， ℛ⊥(U𝑚2) =ℛ(A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,𝑚))。因此，

可以得到

h𝑚 ∈ℛ⊥(H𝑚)⇔

⎧⎨⎩h𝑚 ∈ℛ⊥(U𝑚2)

h𝑚 ∈ℛ⊥(w𝑘+1,𝑚)
⇔

⎧⎨⎩h𝑚 ∈ℛ(A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,𝑚))

wH
𝑘+1,𝑚h𝑚 = 0

(A-48)

从而式(A-47)可以等价地表示为

h𝑚 =
[︁
a(𝜃0) a(𝜃𝑘+1,𝑚)

]︁[︁
𝜅0 𝜅𝑚

]︁T
(A-49a)

subject to wH
𝑘+1,𝑚

[︁
a(𝜃0) a(𝜃𝑘+1,𝑚)

]︁⎡⎣𝜅0
𝜅𝑚

⎤⎦= 0 (A-49b)

𝜅𝑚 ̸= 0 (A-49c)

其中𝜅0和𝜅𝑚为满足(A-49b)和(A-49c)的复数。如果𝜅𝑚 = 0，此时由式(A-49b)可以

得到𝜅0wH
𝑘+1,𝑚a(𝜃0) = 0。由于wH

𝑘+1,𝑚a(𝜃0)非零，因此可以得到 𝜅0 = 𝜅𝑚 = 0，以

及h𝑚 = 0，这与式(A-47)矛盾。因此，上述问题(A-49)中约束𝜅𝑚 ̸= 0。综上可知，

h𝑚可以表示为a(𝜃0)和 a(𝜃𝑘+1,𝑚)的线性组合，其组合系数满足一定约束。

下面分析HU12的秩，即rank(HU12)。由式(A-49a)可知， hH
𝑚U12满足

hH
𝑚U12 =

[︁
𝜅*0 𝜅*𝑚

]︁⎡⎣ aH(𝜃0)U12

aH(𝜃𝑘+1,𝑚)U12

⎤⎦
=
[︁
𝜅*0 𝜅*𝑚

]︁⎡⎣ 0T

aH(𝜃𝑘+1,𝑚)U12

⎤⎦ (A-50a)

= 𝜅*𝑚a
H(𝜃𝑘+1,𝑚)U12, 𝜅𝑚 ̸= 0 (A-50b)

注意到式(A-50a)中利用了aH(𝜃0)U12 = 0T。而且，由式(A-50b)可以发现hH
𝑚U12只

与 𝜅𝑚有关，而不依赖于𝜅0。将hH
𝑚U12代入到HU12的行向量中得到

HU12 =KAH
2,3,··· ,𝑀U12 (A-51)

其中K为满秩矩阵，定义如下

K, diag([𝜅*2,𝜅
*
3, · · · ,𝜅*𝑀 ]) (A-52)

A2,3,··· ,𝑀满足

A2,3,··· ,𝑀 =
[︁
a(𝜃𝑘+1,2) a(𝜃𝑘+1,3) · · · a(𝜃𝑘+1,𝑀 )

]︁
(A-53)

第3步: 下面我们证明AH
2,3,··· ,𝑀U12为行满秩矩阵，即

rank(AH
2,3,··· ,𝑀U12) =𝑀 −1 (A-54)
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为了证明(A-54)，我们假设rank(AH
2,3,··· ,𝑀U12)<𝑀 −1，即AH

2,3,··· ,𝑀U12包含线性

相关的行。此时一定存在非零向量c=
[︁
𝜂2 𝜂3 · · · 𝜂𝑀

]︁T
满足

cTAH
2,3,··· ,𝑀U12 = cT

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
aH(𝜃𝑘+1,2)U12

aH(𝜃𝑘+1,3)U12

...

aH(𝜃𝑘+1,𝑀 )U12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦= 0T (A-55)

由上式(A-55)可知

A2,3,··· ,𝑀c* ∈ℛ⊥(U12) =ℛ(A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,1)) (A-56)

此时若将A2,3,··· ,𝑀c*表示为

A2,3,··· ,𝑀c* =A(𝜃0, 𝜃𝑘+1,1)
[︁
𝜂0 𝜂1

]︁T
(A-57)

其中[𝜂0, 𝜂1]T为相应的加权系数。由式(A-57)可知，一定存在如下非零向量

̃︀c= [︁𝜂0 𝜂1 −𝜂*2 −𝜂*3 · · · −𝜂*𝑀
]︁T

(A-58)

满足 [︁
a(𝜃0) a(𝜃𝑘+1,1) · · · a(𝜃𝑘+1,𝑀 )

]︁̃︀c= 0 (A-59)

不难看出，式(A-58)和(A-59)与a(𝜃0), a(𝜃𝑘+1,1), · · · , a(𝜃𝑘+1,𝑀 )线性独立的假设矛

盾。因此，rank(AH
2,3,··· ,𝑀U12)<𝑀−1不成立。由于AH

2,3,··· ,𝑀U12的行数为𝑀−1，

因此 rank(AH
2,3,··· ,𝑀U12) =𝑀 −1。式(A-54)证毕。

结合第2步和第3步，我们可以得到

rank(HU12) = rank(AH
2,3,··· ,𝑀U12) =𝑀 −1 (A-60)

等价地，HU12为行满秩矩阵。而且，由第1步中的式(A-46)可知，HU12的列张成

复空间C𝑀−1，从而对于任意−Hw𝑘+1,1 ∈C𝑀−1，我们有 −Hw𝑘+1,1 ∈ℛ(HU12)。

因此，方程HU12
̃︀b = −Hw𝑘+1,1 （或等价地F̃︀b1 = −q）至少存在一组解。基于

此，F̃︀b1 =−q的通解可以表示为

̃︀b1 =−F†q+ f𝑛, ∀f𝑛 ∈𝒩 (F) (A-61)

由(A-34)与(A-35)的等价性，问题(A-34)的解[b̄T
1 , 𝑐1]

T可以表示为[︁
b̄T
1 𝑐1

]︁T
= 𝑐1

⎡⎣−F†q+ f𝑛

1

⎤⎦ , 𝑐1 ̸= 0, ∀f𝑛 ∈𝒩 (F) (A-62)
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因此，式(2-85)的w𝑘+1可以表示为

w𝑘+1 = 𝑐1H1

⎡⎣−F†q+ f𝑛

1

⎤⎦ , 𝑐1 ̸= 0, ∀f𝑛 ∈𝒩 (F) (A-63)

需要注意的是，式(A-63)得到的w𝑘+1可以保证𝑐1 ̸= 0，从而进一步有w𝑘+1 /∈
V𝑘+1,1， 𝐿(𝜃𝑘+1,1, 𝜃0) = 𝜌𝑘+1,1。式(A-63)并不能确保𝑐𝑚 ̸= 0以及 w𝑘+1 /∈ V𝑘+1,𝑚，

𝑚= 2, · · · ,𝑀。实际上，只要wH
𝑘+1,1a(𝜃0) ̸= 0满足，即可得到

𝑐𝑚 ̸= 0, w𝑘+1 /∈ V𝑘+1,𝑚, 𝑚= 2, · · · ,𝑀 (A-64)

这是因为，如果存在𝑚 ∈ {2, · · · ,𝑀}使得 𝑐𝑚 = 0成立，由式(2-85)可知

H1

[︁
b̄T
1 𝑐1

]︁T
=U𝑚2b̄𝑚 (A-65)

基于上式可以进一步得到

w𝑘+1,1 =
[︁
U12 U𝑚2

]︁[︁
−b̄T

1 /𝑐1 b̄T
𝑚/𝑐1

]︁T
(A-66)

上式(A-66)说明w𝑘+1,1可以表示为矩阵
[︁
U12 U𝑚2

]︁
各列的线性组合。另一方面，

由式(2-79)可知a(𝜃0)与矩阵
[︁
U12 U𝑚2

]︁
的各列垂直，即

aH(𝜃0)
[︁
U12 U𝑚2

]︁
= 0 (A-67)

结合式(A-66)和(A-67)，进一步可得 wH
𝑘+1,1a(𝜃0) = 0，这与wH

𝑘+1,1a(𝜃0) ̸= 0的假设

相矛盾。因此可知𝑐𝑚 = 0对于任意𝑚 ∈ {2, · · · ,𝑀}不成立。
综上，式(2-85)中的w𝑘+1可以解析地用式(A-63)表示。式(2-89)证毕。

A.4 方程(2-108)相容性的证明

证明方程(2-108)相容性之前，下面首先证明H𝑑U12为行满秩矩阵，其中H𝑑定

义如下

H𝑑 ,
[︁
h2 h3 · · · h𝑀 d(𝜃0)

]︁H
(A-68)

由式(A-51)可知

H𝑑U12 =K𝑑

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
aH(𝜃2)

...

aH(𝜃𝑀 )

dH(𝜃0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦U12, K𝑑 =

⎡⎣K
1

⎤⎦ (A-69)

其中K(为满秩矩阵)的定义见式(A-52)。不难发现，K𝑑为满秩矩阵。
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与附录A.3的第3步类似，用反证法证明如果a(𝜃0), a(𝜃𝑘+1,1), · · · , a(𝜃𝑘+1,𝑀 ),

d(𝜃0)线性无关，则H𝑑U12为行满秩矩阵，即

rank(H𝑑U12) =𝑀 (A-70)

由附录A.3的第1步可知，

rank

⎛⎝⎡⎣ F

dH(𝜃0)U12

⎤⎦⎞⎠= rank

⎛⎝⎡⎣E
1

⎤⎦⎡⎣ F

dH(𝜃0)U12

⎤⎦⎞⎠
= rank

⎛⎝⎡⎣ ̃︀HU12

dH(𝜃0)U12

⎤⎦⎞⎠
= rank(H𝑑U12)

=𝑀 (A-71)

即
[︁
FH UH

12d(𝜃0)
]︁H
为行满秩矩阵。而且，如果wH

𝑘+1,1a(𝜃0) ̸= 0成立，不难得到[︁
FH a(𝜃0)Hw𝑘+1,1U

H
12d(𝜃0)

]︁H
为行满秩矩阵。因此，下面等式[︁

FH aH(𝜃0)w𝑘+1,1U
H
12d(𝜃0)

]︁H
x= b (A-72)

或者其等价形式 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Re(F) −Im(F)

Im(F) Re(F)

Re(pH) −Im(pH)

Im(pH) Re(pH)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦̃︀x= ̃︀b (A-73)

对于任意b或̃︀b均有解，其中式(A-73)中p的定义见式(2-99)。由于Re(pH)=Re(pT)，

−Im(pH) = Im(pT)，可以得到⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Re(F) −Im(F)

Im(F) Re(F)

Re(pH) −Im(pH)

Im(pH) Re(pH)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦=

⎡⎣ C(︁
Im(pH) Re(pH)

)︁⎤⎦ (A-74)

其中C的定义见式(2-109)。与方程(A-73)相比，方程Cz = k包含较少的约束个数。

由于方程(A-73)可解，结合式(A-74)可知方程Cz= k相容。证毕。

A.5 定理2.4.2的证明

假设T𝑘−1为复共轭对称矩阵，此时𝜉0和𝜉𝑘均为实数，另外有 ̃︀𝜉𝑐 = 𝜉*𝑐。根据
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式(2-141)有

H𝑘(1,2) =wH
𝑘−1[a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)−𝜌𝑘a(𝜃0)aH(𝜃0)]v𝑘 = 𝜒𝜉*𝑐

其中 𝜒= 𝜉𝑘−𝜌𝑘𝜉0 ∈ R。由式(2-143)可知

c𝛾(1)+ 𝑗c𝛾(2) =−𝜒𝜉𝑐/H𝑘(2,2) (A-75)

因此可以得到

𝛾𝑘,𝑎 =−
(‖c𝛾‖2−𝑅𝛾)𝜒𝜉𝑐
‖c𝛾‖2H𝑘(2,2)

, 𝛾𝑘,𝑏 =−
(‖c𝛾‖2+𝑅𝛾)𝜒𝜉𝑐
‖c𝛾‖2H𝑘(2,2)

(A-76)

由于𝜒和H𝑘(2,2)均为实数，从式(A-75)可以得到

c𝛾(2)
⧸︀
c𝛾(1) = ℑ(𝜉𝑐)

⧸︀
ℜ(𝜉𝑐) (A-77)

由式(2-149)中增益𝐺𝑘的定义，我们有

𝐺𝑘 = |𝜉*𝑐 | · |𝜉0/𝜉*𝑐 +𝛾𝑘|

= |𝜉*𝑐 | ·
⃒⃒
𝛾𝑘−𝑑

⃒⃒
= |𝜉*𝑐 | ·

⃦⃦[︁
ℜ(𝛾𝑘) ℑ(𝛾𝑘)

]︁T
−
[︁
ℜ(𝑑) ℑ(𝑑)

]︁T ⃦⃦
2

(A-78)

其中𝑑=−𝜉0/𝜉*𝑐。此外，

ℑ(𝑑)
⧸︀
ℜ(𝑑) = ℑ(𝜉𝑐)

⧸︀
ℜ(𝜉𝑐)

= c𝛾(2)
⧸︀
c𝛾(1) (A-79)

上式表明，原点O，圆心c𝛾以及点𝐷= [ℜ(𝑑) ℑ(𝑑)]共线。基于此，问题(2-146)的最

优解可以用下述的几何方法得到。

不失一般性，我们假设ℜ(𝑑) ̸= c𝛾(1)，否则，圆C𝑘上所有的 𝛾𝑘对应的增益𝐺𝑘均

相同。此时，如果ℜ(𝑑)> c𝛾(1)≥ 0或者ℜ(𝑑)< c𝛾(1)< 0，可以得到𝛾𝑘,⋆ = 𝛾𝑘,𝑎，即

𝐹 = 𝐹𝑎时𝐺𝑘最大。

类似地，如果c𝛾(1)≥ 0，ℜ(𝑑)< c𝛾(1)，或者c𝛾(1)< 0，ℜ(𝑑)> c𝛾(1)，此时原

点𝑂与𝐷位于点𝐶的同一侧。因此，得到最优解𝛾𝑘,⋆ = 𝛾𝑘,𝑏，即当𝐹 = 𝐹𝑏时，𝐺𝑘取

得最大值。

综上可以得出结论，如果𝜁 > 0，有𝛾𝑘,⋆ = 𝛾𝑘,𝑎，否则有𝛾𝑘,⋆ = 𝛾𝑘,𝑏，其中𝜁的定

义见式(2-153)。证毕。
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A.6 定理2.4.3的证明

假设Ξ−1
𝑘−1为共轭对称矩阵。由式(2-162)和(A-75)，可以将𝑝1和𝑞1分别表示为

𝑝1 =
𝜒𝜉𝑐

H𝑘(2,2)
, 𝑞1 =

(︂
1− 𝜒𝜉𝑘

H𝑘(2,2)

)︂
𝜉𝑐 (A-80)

其中𝜒 = 𝜉𝑘 − 𝜌𝑘𝜉0。由式(2-161)可以看出， 𝛽𝑘对应于定理2.2.1中的𝑐，其它参数

满足 𝑎1 = 𝑝1 = 𝜒𝜉𝑐/H𝑘(2,2)， 𝑎2 = 𝑝2 = −𝑅𝛾， 𝑏1 = 𝑞1 = (1−𝜒𝜉𝑘/H𝑘(2,2))𝜉𝑐，

𝑏2 = 𝑞2 =𝑅𝛾𝜉𝑘。简单起见，首先定义

𝑦 ,
𝜒

H𝑘(2,2)
, 𝑧 , 1− 𝜒 · 𝜉𝑘

H𝑘(2,2)
(A-81)

利用定理2.2.1中的标记，得到

a1 = 𝑦 ·
[︁
ℜ(𝜉𝑐) ℑ(𝜉𝑐)

]︁T
(A-82a)

a2 =
[︁
−𝑅𝛾 0

]︁T
(A-82b)

b1 = 𝑧 ·
[︁
ℜ(𝜉𝑐) −ℑ(𝜉𝑐)

]︁T
(A-82c)

b2 =𝑅𝛾 ·
[︁
ℜ(𝜉𝑘) 0

]︁T
(A-82d)

a⋆ =
[︁
𝑦 ·ℜ(𝜉𝑐) 𝑦 ·ℑ(𝜉𝑐) 𝑅𝛾 0

]︁T
(A-82e)

B=

⎡⎣ 𝑧 ·ℜ(𝜉𝑐) 𝑧 ·ℑ(𝜉𝑐) 𝑅𝛾𝜉𝑘 0

−𝑧 ·ℑ(𝜉𝑐) 𝑧 ·ℜ(𝜉𝑐) 0 𝑅𝛾𝜉𝑘

⎤⎦ (A-82f)

进一步有

ℎ𝑎 = 𝑦2|𝜉𝑐|2−𝑅2
𝛾 (A-83a)

ℎ𝑏 = 𝑧2|𝜉𝑐|2−𝑅2
𝛾𝜉

2
𝑘 (A-83b)

Ba⋆ =
[︁
𝑦𝑧|𝜉𝑐|2+𝑅2

𝛾𝜉𝑘 0
]︁T

(A-83c)

由定理2.2.1可知

c𝛽 =
Ba⋆
ℎ𝑏

=

[︁
𝑦𝑧|𝜉𝑐|2+𝑅2

𝛾𝜉𝑘 0
]︁T

𝑧2|𝜉𝑐|2−𝑅2
𝛾𝜉

2
𝑘

(A-84)

事实上，可以进一步化简c𝛽。首先注意到

H𝑘(2,2) = vH
𝑘

(︀
a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)−𝜌𝑘a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)
)︀
v𝑘

= 𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2 (A-85)

det(H𝑘) =−𝜌𝑘
⃒⃒
wH
𝑘−1a(𝜃0)v

H
𝑘 a(𝜃𝑘)−wH

𝑘−1a(𝜃𝑘)v
H
𝑘 a(𝜃0)

⃒⃒2
=−𝜌𝑘

(︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀2 (A-86)
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经过计算可以发现

𝑦 =
𝜒

H𝑘(2,2)

=
𝜉𝑘−𝜌𝑘𝜉0
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

(A-87)

𝑧 = 1− 𝜒 · 𝜉𝑘
H𝑘(2,2)

=
𝜌𝑘
(︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

(A-88)

𝑅2
𝛾 =

−det(H𝑘)

H2
𝑘(2,2)

= 𝜌𝑘

(︂
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︂2

(A-89)

在此基础上可以得到

𝑦𝑧|𝜉𝑐|2+𝑅2
𝛾𝜉𝑘

𝑧2|𝜉𝑐|2−𝑅2
𝛾𝜉

2
𝑘

=

(︂
𝜉𝑘−𝜌𝑘𝜉0
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︂(︃
𝜌𝑘
(︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︃
|𝜉𝑐|2+𝜌𝑘

(︂
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︂2

𝜉𝑘(︃
𝜌𝑘
(︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︃2

|𝜉𝑐|2−𝜌𝑘
(︂
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︂2

𝜉2𝑘

=
(𝜉𝑘−𝜌𝑘𝜉0) |𝜉𝑐|2+

(︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀
𝜉𝑘

(𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)
(︀
𝜌|𝜉𝑐|2− 𝜉2𝑘

)︀
=

𝜉0
(︀
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︀
(|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘)

(︀
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︀
=

𝜉0
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

(A-90)

结合(A-84)和(A-90)可以发现

c𝛽 =

[︂
𝜉0

|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘
0

]︂T
(A-91)

式(2-163)证毕。

下面推导𝑅𝛽的表达式。由定理2.2.1可知

𝑅2
𝛽 =

aT⋆B
TBa⋆−ℎ𝑎ℎ𝑏
ℎ2𝑏

(A-92)
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结合式(A-83)，可以将𝑅2
𝛽表示为

𝑅2
𝛽 =

(︀
𝑦𝑧|𝜉𝑐|2+𝑅2

𝛾𝜉𝑘
)︀2− (︀𝑦2|𝜉𝑐|2−𝑅2

𝛾

)︀(︀
𝑧2|𝜉𝑐|2−𝑅2

𝛾𝜉
2
𝑘

)︀(︀
𝑧2|𝜉𝑐|2−𝑅2

𝛾𝜉
2
𝑘

)︀2
=
𝑅2
𝛾 |𝜉𝑐|2 (𝑧+𝑦𝜉𝑘)

2(︀
𝑧2|𝜉𝑐|2−𝑅2

𝛾𝜉
2
𝑘

)︀2

=

𝜌𝑘

(︂
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︂2

|𝜉𝑐|2
(︃
𝜌𝑘
(︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

+

(︂
𝜉𝑘−𝜌𝑘𝜉0
𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︂
𝜉𝑘

)︃2

⎛⎝(︃𝜌𝑘 (︀𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2
)︀

𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︃2

|𝜉𝑐|2−𝜌𝑘
(︂
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

𝜉2𝑘−𝜌𝑘|𝜉𝑐|2

)︂2

𝜉2𝑘

⎞⎠2

=
𝜌𝑘
(︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀2 |𝜉𝑐|2 (︀𝜌𝑘 (︀𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2
)︀
+(𝜉𝑘−𝜌𝑘𝜉0)𝜉𝑘

)︀2(︁
𝜌𝑘 (𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)2

(︀
𝜌𝑘|𝜉𝑐|2− 𝜉2𝑘

)︀)︁2
=

𝜌𝑘
(︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀2 |𝜉𝑐|2 (︀𝜌𝑘|𝜉𝑐|2− 𝜉2𝑘)︀2
𝜌𝑘 (𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)2 ·𝜌𝑘 (𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)2

(︀
𝜌𝑘|𝜉𝑐|2− 𝜉2𝑘

)︀2
=

|𝜉𝑐|2

𝜌𝑘 (𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)2
(A-93)

最终得到

𝑅𝛽 =
1

√
𝜌𝑘

· |𝜉𝑐|⃒⃒
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

⃒⃒ (A-94)

式(2-164)证毕。

A.7 定理2.4.5的证明

不难发现，式(2-168)中的 −1/𝜉𝑘 > 𝜉0/
(︀
|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘

)︀
等价于

(|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘)𝜉𝑘 < 0 (A-95)

如果T𝑘−1 ∈ S𝑁++，我们有T−1
𝑘−1 ∈ S𝑁++。因此，由式(2-150b)得到

𝜉𝑘 > 0 (A-96)

T−1
𝑘−1的乔利斯基分解为 T−1

𝑘−1 = ΞΞH，其中Ξ为可逆矩阵。如果a(𝜃0) ̸= 𝜚a(𝜃𝑘)对

任意𝜚 ∈ C均成立，我们有 ΞHa(𝜃0) ̸= 𝜚ΞHa(𝜃𝑘) for ∀𝜚 ∈ C。然后，利用柯西-施瓦

茨不等式可以得到

|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘 =
⃒⃒
(ΞHa(𝜃𝑘))

H(ΞHa(𝜃0))
⃒⃒2− ⃦⃦ΞHa(𝜃0)

⃦⃦2
2
·
⃦⃦
ΞHa(𝜃𝑘)

⃦⃦2
2
< 0 (A-97)

因此，由定理2.4.4，我们得到 𝛽𝑘,⋆ = 𝛽𝑘,𝑟。

245

万方数据



电子科技大学博士学位论文

由式(2-164)，式(2-169)，以及 𝛽𝑘,⋆ = 𝛽𝑘,𝑟，我们有

𝛽𝑘,⋆ =
|𝜉𝑐|−

√
𝜌𝑘𝜉0√

𝜌𝑘(𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)
(A-98)

式(2-175)证毕。

而且，如果T𝑘−1 ∈ S𝑁++，由等式T𝑘 =T𝑘−1+𝛽𝑘,⋆a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)可以得到

T𝑘 ∈ S𝑁++ ⇔T𝑘−1+𝛽𝑘,⋆a(𝜃𝑘)a
H(𝜃𝑘) ∈ S𝑁++ (A-99a)

⇔ I+𝛽𝑘,⋆T
−1/2
𝑘−1 a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)T
−1/2
𝑘−1 ∈ S𝑁++ (A-99b)

⇔ 1+𝛽𝑘,⋆a
H(𝜃𝑘)T

−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)> 0 (A-99c)

⇔ 𝛽𝑘,⋆ >−1/𝜉𝑘 (A-99d)

⇔
|𝜉𝑐|𝜉𝑘−

√
𝜌𝑘|𝜉𝑐|2√

𝜌𝑘(𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)𝜉𝑘
> 0 (A-99e)

⇔ 𝜌𝑘 < 𝜉2𝑘/|𝜉𝑐|2 (A-99f)

定理2.4.5证毕。

A.8 定理2.4.7的证明

由权向量更新步骤可知

w𝑘 =w𝑘−1+𝛾𝑘v𝑘 =T−1
𝑘−1a(𝜃0)−𝛽𝑘𝜉𝑐T

−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)/(1+𝛽𝑘𝜉𝑘) (A-100)

基于此，可以得到aH(𝜃0)w𝑘 = 𝜉0−𝛽𝑘|𝜉𝑐|2/(1+𝛽𝑘𝜉𝑘)，以及

|wH
𝑘 a(𝜃0)|

2 = |(𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)𝛽𝑘+ 𝜉0|2
⧸︀
|1+𝛽𝑘𝜉𝑘|2 (A-101)

另外，由式(A-100)可知 wH
𝑘 T𝑘−1 = aH(𝜃0)−𝛽*𝑘𝜉*𝑐aH(𝜃𝑘)/(1+𝛽*𝑘𝜉𝑘)。进一步有

wH
𝑘 T𝑘−1w𝑘 =

(︀
aH(𝜃0)−𝛽*𝑘𝜉*𝑐aH(𝜃𝑘)/(1+𝛽*𝑘𝜉𝑘)

)︀
·(︀

T−1
𝑘−1a(𝜃0)−𝛽𝑘𝜉𝑐T

−1
𝑘−1a(𝜃𝑘)/(1+𝛽𝑘𝜉𝑘)

)︀
=

(𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)𝜉𝑘|𝛽𝑘+ 1
𝜉𝑘
|2+ |𝜉𝑐|2

𝜉𝑘

|1+𝛽𝑘𝜉𝑘|2
(A-102)

结合式(A-101)和式(A-102)，可以得到

|wH
𝑘 a(𝜃0)|

2

wH
𝑘 T𝑘−1w𝑘

=

(︁
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

𝜉𝑘

)︁
·𝑅2

𝛽⃒⃒
𝛽𝑘+

1
𝜉𝑘

⃒⃒2
+ |𝜉𝑐|2

(𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2)𝜉2𝑘

(A-103)

上式中用到了𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2 > 0（见式(A-97)）以及
⃒⃒
𝛽𝑘+

𝜉0
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

⃒⃒
= 𝑅𝛽。显然，最
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大化|wH
𝑘 a(𝜃0)|

2/(wH
𝑘 T𝑘−1w𝑘)等价于最小化

⃒⃒
𝛽𝑘+

1
𝜉𝑘

⃒⃒
。定义

f ,
[︁
−1/𝜉𝑘 0

]︁T
(A-104)

则可以将问题(2-178)重新表述为

minimize
𝛽𝑘

‖[ℜ(𝛽𝑘) ℑ(𝛽𝑘)]T− f‖2 (A-105a)

subject to [ℜ(𝛽𝑘) ℑ(𝛽𝑘)]T ∈ C𝛽 (A-105b)

另外，将约束(2-166c)代入𝐺𝑘中并利用定理2.4.3的结论，可以将𝐺𝑘表示为

𝐺𝑘 =
⃒⃒
aH(𝜃0)T

−1
𝑘 a(𝜃0)

⃒⃒
(A-106a)

=
⃒⃒⃒
𝜉0−

𝛽𝑘|𝜉𝑐|2

1+𝛽𝑘𝜉𝑘

⃒⃒⃒
(A-106b)

=
⃒⃒⃒𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

𝜉𝑘

⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒𝛽𝑘− 𝜉0/(︀|𝜉𝑐|2− 𝜉0𝜉𝑘)︀

𝛽𝑘− (−1/𝜉𝑘)

⃒⃒⃒
(A-106c)

=
⃒⃒⃒𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

𝜉𝑘

⃒⃒⃒
·
‖[ℜ(𝛽𝑘) ℑ(𝛽𝑘)]T−c𝛽‖2
‖[ℜ(𝛽𝑘) ℑ(𝛽𝑘)]T− f‖2

(A-106d)

=

⃒⃒ (︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀
·𝑅𝛽/𝜉𝑘

⃒⃒
‖[ℜ(𝛽𝑘) ℑ(𝛽𝑘)]T− f‖2

(A-106e)

注意到上式(A-106a)是式(2-149)的中间结果，而上式 (A-106d)可以由定理2.4.3得

到。由于
⃒⃒ (︀
𝜉0𝜉𝑘−|𝜉𝑐|2

)︀
·𝑅𝛽/𝜉𝑘

⃒⃒
为常数，由式(A-106e)不难发现问题(2-166) 与问

题(A-105)等价。

因此，如果T𝑘−1 ∈ S𝑁++ 满足，则问题(2-166)与问题 (2-178)有相同的解。定

理2.4.7证毕。

A.9 式(2-184)的推导

下面首先证明

T−1
𝑘−1a(𝜃𝑡) =A(𝜃𝑡, 𝜃𝑘−1, · · · , 𝜃1)d𝑘(𝜃𝑡), ∀𝜃𝑡 ∈ R (A-107)

其中d𝑘(𝜃𝑡)的首元素为1。

我们使用数学归纳法证明(A-107)。当𝑘 = 1时，由于T0 = I，式(A-107)显然成

立，此时d1(𝜃𝑡)退化为常数1。

假设当𝑘 = 𝑝时，式(A-107)成立，即

T−1
𝑝−1a(𝜃𝑠) =A(𝜃𝑠, 𝜃𝑝−1, · · · , 𝜃1)d𝑝(𝜃𝑠), ∀𝜃𝑠 ∈ R (A-108)

其中d𝑝(𝜃𝑠)为𝑝×1维向量，其首元素为1。
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当𝑘 = 𝑝+1时，下面需要证明

T−1
𝑝 a(𝜃𝑟) =A(𝜃𝑟, 𝜃𝑝, · · · , 𝜃1)d𝑝+1(𝜃𝑟), ∀𝜃𝑟 ∈ R (A-109)

其中d𝑝+1(𝜃𝑟)为(𝑝+1)×1维向量，其首元素为1。

为了证明等式(A-109)，首先注意到𝑘= 𝑝时等式(2-134)成立，结合式(A-108)可

以得到

T−1
𝑝 a(𝜃𝑟) =T−1

𝑝−1a(𝜃𝑟)+𝜈T
−1
𝑝−1a(𝜃𝑝)

=A(𝜃𝑟, 𝜃𝑝−1, · · · , 𝜃1)d𝑝(𝜃𝑟)+𝜈A(𝜃𝑝, 𝜃𝑝−1, · · · , 𝜃1)d𝑝(𝜃𝑝)

=A(𝜃𝑟, 𝜃𝑝, · · · , 𝜃1)d𝑝+1(𝜃𝑟), ∀𝜃𝑟 ∈ R (A-110)

其中

𝜈 =−𝛽𝑝aH(𝜃𝑝)T−1
𝑝−1a(𝜃𝑟)/[1+𝛽𝑝a

H(𝜃𝑝)T
−1
𝑝−1a(𝜃𝑝)] (A-111)

式(A-110)中d𝑝+1(𝜃𝑟)为(𝑝+1)×1维向量，满足

d𝑝+1(𝜃𝑟) = [d𝑝(𝜃𝑟)1,0,d𝑝(𝜃𝑟)2, · · · ,d𝑝(𝜃𝑟)𝑝]T+𝜈 [0,d𝑝(𝜃𝑝)𝑝,d𝑝(𝜃𝑟)𝑝−1, · · · ,d𝑝(𝜃𝑟)1]T

其中d𝑝(𝜃𝑟)𝑖表示 d𝑝(𝜃𝑟)的第𝑖个元素。

令𝜃𝑡 = 𝜃𝑘，将式(A-107)代入式(2-146c)可以得到式(2-184)。证毕。

A.10 推论2.4.1的证明

在OPARC的首步骤权向量更新中，由于T0 = I以及H1 =Q1，不难得到 C𝛾 =
C𝜇。由于[ℜ(𝛾1,𝑎) ℑ(𝛾1,𝑎)]T 在集合 C𝛾中具有最小模值，因此𝜇1,⋆ = 𝛾1,𝑎。另外，

将v1 = a(𝜃1)和 w0 = a(𝜃0)代入式 (2-141)得到 H1(1,2) = (‖a(𝜃1)‖22− 𝜌1‖a(𝜃0)‖22) ·
aH(𝜃0)a(𝜃1)以及H1(2,2) = ‖a(𝜃1)‖42−𝜌1|aH(𝜃1)a(𝜃0)|2。由式(2-143)，我们有

c𝛾(1) =
−ℜ [aH(𝜃0)a(𝜃1)] (‖a(𝜃1)‖22−𝜌1‖a(𝜃0)‖22)

‖a(𝜃1)‖42−𝜌1|aH(𝜃1)a(𝜃0)|2
(A-112)

与此同时，由于T0 = I，可以由式(2-153)得到 𝜁 = sign(‖a(𝜃1)‖22−𝜌1‖a(𝜃0)‖22)。最
终，由式(2-152)，如果𝜌1 ≤ ‖a(𝜃1)‖22/‖a(𝜃0)‖22，则有 𝛾1,⋆ = 𝛾1,𝑎。否则，可以得

到𝛾1,⋆ = 𝛾1,𝑏。由于𝜇1,⋆ = 𝛾1,𝑎，推论2.4.1证毕。

A.11 式(2-187)和式(2-189)的推导

由式(2-185)和式(2-186)的等价性有 b𝑘 =−(I+Σ̆𝑘A
H
𝑘A𝑘)

−1Σ̆𝑘A
H
𝑘 a(𝜃0)。将该

等式左右两边同时左乘I+ Σ̆𝑘A
H
𝑘A𝑘得到 Σ̆𝑘A

H
𝑘 (a(𝜃0)+A𝑘b𝑘) =−b𝑘。由于Σ̆𝑘为
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对角矩阵且 w̆𝑘 = a(𝜃0)+A𝑘b𝑘，可以得到

Σ̆𝑘 =Diag
(︀
−b𝑘⊘ (AH

𝑘 w̆𝑘)
)︀

(A-113)

而且，由于w𝑘 =w𝑘−1+𝜇𝑘a(𝜃𝑘)， b𝑘 = [bT
𝑘−1 𝜇𝑘]

T，A𝑘 = [A𝑘−1 a(𝜃𝑘)]，可

以将式(A-113)重新表示为

1⊘diag(Σ̆𝑘) =−(AH
𝑘 w̆𝑘)⊘b𝑘

=−

⎡⎣ AH
𝑘−1w̆𝑘

aH(𝜃𝑘)w̆𝑘

⎤⎦⊘
⎡⎣b𝑘−1

𝜇𝑘

⎤⎦
=−

⎡⎣(AH
𝑘−1w̆𝑘−1)⊘b𝑘−1+(𝜇𝑘A

H
𝑘−1a(𝜃𝑘))⊘b𝑘−1

aH(𝜃𝑘)w̆𝑘−1/𝜇𝑘+‖a(𝜃𝑘)‖22

⎤⎦
=

⎡⎣1⊘diag(Σ̆𝑘−1)− (𝜇𝑘A
H
𝑘−1a(𝜃𝑘))⊘b𝑘−1

−aH(𝜃𝑘)w̆𝑘−1/𝜇𝑘−‖a(𝜃𝑘)‖22

⎤⎦ (A-114)

因此可以得到下面等式

1

𝛽𝑘,𝑖
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝛽𝑘−1,𝑖

− 𝜇𝑘aH(𝜃𝑖)a(𝜃𝑘)

𝜇𝑖
, 1≤ 𝑖≤ 𝑘−1

−aH(𝜃𝑘)w̆𝑘−1

𝜇𝑘
−‖a(𝜃𝑘)‖22, 𝑖= 𝑘

(A-115)

由式(A-115)，不难得到式(2-187)和式(2-189)。

B.1 式(3-16)的推导

首先，将w⋆ =w(0)⊥+𝛽w(0)‖代入到𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)，同时利用等式wH
(0)⊥a(𝜃𝑖) = 0，

可以得到

𝐿⋆(𝜃𝑖,𝜃0)=
|wH

⋆ a(𝜃𝑖)|2

|wH
⋆ a(𝜃0)|2

=
𝛽2
⃒⃒
wH

(0)‖a(𝜃𝑖)
⃒⃒2⃒⃒

wH
(0)⊥a(𝜃0)+𝛽w

H
(0)‖a(𝜃0 )⃒⃒

2 (B-1)

根据式(3-6)，我们有

w(0)‖ =
a(𝜃𝑖)aH(𝜃𝑖)a(𝜃0)

aH(𝜃𝑖)a(𝜃𝑖)
(B-2)

不难验证wH
(0)‖a(𝜃0)为正实数。将(B-1)中分子分母同时除以(wH

(0)‖a(𝜃0))
2得到

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0) =
|wH

(0)‖a(𝜃𝑖)|
2

(wH
(0)‖a(𝜃0))

2
· 𝛽2⃒⃒⃒wH

(0)⊥a(𝜃0)

wH
(0)‖a(𝜃0)

+𝛽
⃒⃒⃒2 (B-3)
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由于a(𝜃0) =w(0) =w(0)⊥+w(0)‖，以及 wH
(0)⊥w(0)‖ = 0，我们有

wH
(0)⊥a(𝜃0)

wH
(0)‖a(𝜃0)

=
‖w(0)⊥‖22
‖w(0)‖‖22

=−𝛽𝑝 (B-4)

其中𝛽𝑝的定义见式(3-14)。基于此，𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)可以进一步简化为

𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0) = 𝜇(𝜃𝑖, 𝜃0) ·
𝛽2

(𝛽−𝛽𝑝)2
(B-5)

其中𝜇(𝜃𝑖, 𝜃0) , |wH
(0)‖a(𝜃𝑖)|

2/(wH
(0)‖a(𝜃0))

2 > 0。因此，𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)对𝛽的偏微分可以

表示为

𝜕𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)

𝜕𝛽
=−2𝜇(𝜃𝑖, 𝜃0) ·

𝛽𝛽𝑝
(𝛽−𝛽𝑝)3

(B-6)

由于𝜇(𝜃𝑖, 𝜃0)> 0，𝛽𝑝 < 0，可以得出

𝜕𝐿⋆(𝜃𝑖, 𝜃0)

𝜕𝛽

⎧⎨⎩ > 0, 𝛽 ∈ (−∞,𝛽𝑝)∪ (0,+∞)

< 0, 𝛽 ∈ (𝛽𝑝,0)
(B-7)

证毕。

B.2 式(3-24)的推导

首先证明，如果0≤ 𝜌𝑘 ≤ 1， aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)> |aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|，则下式成立

B(2,2)> 0 (B-8)

从式(2-112)中B的表达式可知，不等式(B-8)等价于下面不等式

|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2 > 𝜌𝑘|wH
‖ a(𝜃0)|

2 (B-9)

由于

w‖ =
a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)w(𝑘−1)

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)
(B-10)

式(B-9)可以进一步重新表示为

𝜌𝑘 <
|wH

‖ a(𝜃𝑘)|
2

|wH
‖ a(𝜃0)|2

=

⃒⃒⃒⃒
wH

(𝑘−1)
a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)
a(𝜃𝑘)

⃒⃒⃒⃒2
⃒⃒⃒⃒
wH

(𝑘−1)
a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)
a(𝜃0)

⃒⃒⃒⃒2 =
|aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)|2

|aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|2
(B-11)

显然，如果𝜌𝑘 ≤ 1，aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)> |aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|，我们可以得到

𝜌𝑘 ≤ 1<
|aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)|2

|aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|2
(B-12)

根据式(B-12)，不难发现式(B-11)以及式(B-8)成立。
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为了得到等式(3-22)的解，我们对B进行如下特征值分解

B=QΛQH (B-13)

其中Q为酉矩阵，Λ= diag{𝜆1,𝜆2}， 𝜆1和𝜆2为B的特征值。定义

y ,QHz (B-14)

则式(3-22)可以等价地表示为 yTΛy = 0，进一步有

𝜆1|y(1)|2+𝜆2|y(2)|2 = 0 (B-15)

由于𝜆1𝜆2 = det(B) =−𝜌𝑘|wH
⊥a(𝜃0)|

2|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2 ≤ 0，可知式(B-15)可解。将Q记作

Q=

⎡⎣𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22

⎤⎦ (B-16)

由于y =QHz，可以得到 y(1) = 𝑢*11+𝑢
*
21𝛽，以及 y(2) = 𝑢*12+𝑢

*
22𝛽。进而有

𝜆1|y(1)|2+𝜆2|y(2)|2 = 𝜆1|𝑢*11+𝑢*21𝛽|2+𝜆2|𝑢*12+𝑢*22𝛽|2

= 𝜆1|𝑢11|2+𝜆2|𝑢12|2⏟  ⏞  
B(1,1)

+(𝜆1𝑢
*
21𝑢11+𝜆2𝑢

*
22𝑢12)⏟  ⏞  

B(1,2)

𝛽+

(𝜆1𝑢
*
11𝑢21+𝜆2𝑢

*
12𝑢22)⏟  ⏞  

B(2,1)

𝛽+(𝜆1|𝑢21|2+𝜆2|𝑢22|2)⏟  ⏞  
B(2,2)

𝛽2

=B(1,1)+2ℜ(B(1,2))𝛽+B(2,2)𝛽2 (B-17)

上式推导中利用了下面等式组

B(1,1) = 𝜆1|𝑢11|2+𝜆2|𝑢12|2 (B-18a)

B(1,2) = 𝜆1𝑢
*
21𝑢11+𝜆2𝑢

*
22𝑢12 (B-18b)

B(2,1) = 𝜆1𝑢
*
11𝑢21+𝜆2𝑢

*
12𝑢22 (B-18c)

B(2,2) = 𝜆1|𝑢21|2+𝜆2|𝑢22|2 (B-18d)

因此，式(B-15)可以重新表述为下面二次等式

B(1,1)+2ℜ(B(1,2))𝛽+B(2,2)𝛽2 = 0 (B-19)

由B的表达式以及式(B-8)，可以得到

ℜ2(B(1,2))−B(1,1)B(2,2)≥ 0 (B-20)

因此，式(B-19)有如下解析解

𝛽𝑎,𝑏 = (−ℜ(B(1,2))±𝑑)
⧸︀
B(2,2) (B-21)
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其中𝑑=
√︀

ℜ2(B(1,2))−B(1,1)B(2,2)。证毕。

B.3 引理3.2.1的证明

简单起见，下面省略𝛽和̃︀𝛽的下标𝑘。为了证明引理3.2.1，下面找出一个特定

的 ̃︀𝛽 ∈ C和式(3-27)中相应的 ̃︀w𝑘使得式(3-28)成立。

具体地，对于任意给定的𝛽 ∈ R，我们取̃︀𝛽为
̃︀𝛽 = 𝛽+ 𝑗𝜁 (B-22)

其中𝜁定义为

𝜁 , 2𝛽2𝜂𝑖
⧸︀
(|𝜉⊥|2+2𝛽𝜂𝑟) ∈ R (B-23)

上式中𝜂𝑟 = ℜ(𝜉‖𝜉*⊥)， 𝜂𝑖 = ℑ(𝜉‖𝜉*⊥)， 𝜉‖ =wH
‖ a(𝜃0)， 𝜉⊥ =wH

⊥a(𝜃0)。由于𝛽和𝜁为

实数，我们有

ℜ((𝛽− 𝑗𝜁)𝜉‖𝜉*⊥) = 𝛽𝜂𝑟+ 𝜁𝜂𝑖 (B-24)

另一方面，不难由式(B-23)得到 2𝛽2𝜂𝑖 = 𝜁(|𝜉⊥|2+2𝛽𝜂𝑟)，进一步有 2𝛽2𝜁𝜂𝑖+

2𝛽3𝜂𝑟 = 𝜁2(|𝜉⊥|2+2𝛽𝜂𝑟)+2𝛽3𝜂𝑟，或等价地

2𝛽2(𝛽𝜂𝑟+ 𝜁𝜂𝑖) = 𝜁2|𝜉⊥|2+2(𝛽2+ 𝜁2)𝛽𝜂𝑟 (B-25)

结合式(B-24)和式(B-25)，可以得到

𝛽2
(︀
|𝜉⊥|2+(𝛽2+ 𝜁2)|𝜉‖|2+2ℜ((𝛽− 𝑗𝜁)𝜉‖𝜉*⊥)

)︀⏟  ⏞  
|𝜉⊥+(𝛽−𝑗𝜁)𝜉‖|2

= (𝛽2+ 𝜁2)
(︀
|𝜉⊥|2+𝛽2|𝜉‖|2+2𝛽𝜂𝑟

)︀⏟  ⏞  
|𝜉⊥+𝛽𝜉‖|2

以及

(𝛽2+ 𝜁2)

|𝜉⊥+(𝛽− 𝑗𝜁)𝜉‖|2
=

𝛽2

|𝜉⊥+𝛽𝜉‖|2
(B-26)

将̃︀w𝑘 =w⊥+ ̃︀𝛽w‖代入𝐿𝑘(𝜃𝑘, 𝜃0)中，同时结合式(B-26)，我们有

𝐿𝑘(𝜃𝑘, 𝜃0)
⃒⃒
w=̃︀w𝑘

=
(𝛽2+ 𝜁2)|wH

‖ a(𝜃𝑘)|
2

|𝜉⊥+(𝛽− 𝑗𝜁)𝜉‖|2
=
𝛽2|wH

‖ a(𝜃𝑘)|
2

|𝜉⊥+𝛽𝜉‖|2
= 𝐿𝑘(𝜃𝑘, 𝜃0)

⃒⃒
w=w𝑘

上式表明式(3-28)成立。而且，由式(B-22)可知，只要 𝛽 ̸= 0，𝜂𝑖 ̸= 0，则 ̃︀𝛽 /∈R。引
理3.2.1证毕。
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B.4 定理3.2.2的证明

将式(3-36b)代入式 (3-36a)中，结合约束条件 𝐿𝑘(𝜃𝑘, 𝜃0) = 𝜌𝑘，可以得到

𝐺(w𝑘)∝ 𝐽(𝛽𝑘),
|𝛽𝑘|2|wH

‖ a(𝜃𝑘)|
2

‖w⊥‖22+ |𝛽𝑘|2‖w‖‖22
(B-27)

在此基础上，不难得到

𝜕𝐽(𝛽𝑘)

𝜕|𝛽𝑘|2
=

|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2‖w⊥‖22(︀
‖w⊥‖22+ |𝛽|2‖w‖‖22

)︀2 ≥ 0 (B-28)

上式表明𝐽(𝛽𝑘)随着|𝛽𝑘|的增加单调非减。从而有

𝛽𝑘,◁ = arg max
𝛽𝑘∈C𝛽𝑘

|𝛽𝑘| (B-29)

C𝛽𝑘中具有最大模值的 𝛽𝑘是圆C𝛽𝑘与穿过𝑂的c𝛽𝑘的直线的交点。数学上，可以得

到

𝛽𝑘,◁ = (|c𝛽𝑘 |+𝑅𝛽𝑘)𝑒
𝑗∠𝑔(c𝛽𝑘 ) (B-30)

定理3.2.2证毕。

B.5 定理3.2.3的证明

下面分3步证明定理3.2.3。

第1步:第1步中，我们将证明问题(3-39)的最优解（记为w◁）满足

w◁ ∈ℛ([a(𝜃0),a(𝜃𝑘)]) (B-31)

为了证明(B-31)，首先注意到𝑁维复空间C𝑁满足

C𝑁 =ℛ([a(𝜃0),a(𝜃𝑘)])⊕ℛ⊥([a(𝜃0),a(𝜃𝑘)]) (B-32)

换言之，对于∀w ∈ C𝑁，可以将w表示为

w = s1+ s2 (B-33)

其中s1 ∈ℛ([a(𝜃0),a(𝜃𝑘)])， s2 ∈ℛ⊥([a(𝜃0),a(𝜃𝑘)])， sH1 s2 = 0。注意到

wHa(𝜃𝑘) = sH1 a(𝜃𝑘), ‖w‖22 = ‖s1‖22+‖s2‖22 (B-34)

不难发现，为了使式(3-39a)最大化，应该置 s2为零。式(B-31)证毕。

第2步：第2步中，我们将证明

ℛ([a(𝜃0),a(𝜃𝑘)]) =ℛ([w⊥,w‖]) (B-35)
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为了证明上式，由w⊥和w‖的表达式可以得到

[w⊥,w‖] = [a(𝜃0),a(𝜃𝑘)]T (B-36)

其中T满足

T=

⎡⎢⎣ 1 0

−aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)

‖a(𝜃𝑘)‖22
aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)

‖a(𝜃𝑘)‖22

⎤⎥⎦ (B-37)

如果aH(𝜃𝑘)a(𝜃0) ̸= 0，可以发现 T为可逆矩阵。因此，式(B-36) 表明[w⊥,w‖]与

[a(𝜃0),a(𝜃𝑘)]张成相同的列空间。式(B-35)证毕。

第3步：我们证明完成定理3.2.3的证明，通过证明下式成立

w◁ = 𝑐
[︁
w⊥ w‖

]︁[︁
1 𝛽𝑘,⋆

]︁T
, 𝑐 ̸= 0 (B-38)

首先，回忆式(B-31)可以将问题(3-39)重新表述为

max
𝑐1,𝑐2∈C

𝐺(w) (B-39a)

subject to |wHa(𝜃𝑘)|2/|wHa(𝜃0)|2 = 𝜌𝑘 (B-39b)

w = 𝑐1a(𝜃0)+ 𝑐2a(𝜃𝑘) (B-39c)

需要指出的是上式中𝑐1 ̸= 0，否则将得到

𝜌𝑘 = |wH
◁ a(𝜃𝑘)|2/|wH

◁ a(𝜃0)|2 = |aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)|2/|aH(𝜃𝑘)a(𝜃0)|2 = ̃︀𝜌𝑘 > 1 (B-40)

上式与𝜌𝑘 ≤ 1的假设相矛盾。根据式(B-36)， w = 𝑐1a(𝜃0)+ 𝑐2a(𝜃𝑘)可以等价地表

示为

w = [w⊥,w‖]T
−1[𝑐1, 𝑐2]T = 𝑐1[w⊥,w‖][1, 𝛾]

T (B-41)

其中𝛾为某参数，由𝑐1，𝑐2，a(𝜃0)，a(𝜃𝑘)确定。与其解问题(B-39)或原问题(3-39)，

我们建立下面问题：

max
𝛾∈C

𝐺(w) (B-42a)

subject to |wHa(𝜃𝑘)|2/|wHa(𝜃0)|2 = 𝜌𝑘 (B-42b)

w = [w⊥,w‖][1, 𝛾]
T (B-42c)

上述问题与问题(3-36)等价。结合定理3.2.2的结果可以发现，w𝑘为问题(3-39)的最

优解（特定合理假设的前提下）。定理3.2.3证毕。
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B.6 定理3.2.4的证明

下面首先证明

𝑇 (𝛽𝑘,⋆) = 𝜇𝑘,𝑠 ⇔ c𝛽𝑘(2) = 0 and c𝛽𝑘(1) ∈ [0,1] (B-43)

为此，定义̂︀𝛽𝑘 , 𝑇−1(𝜇𝑘,𝑠)。则不难得到

𝜇𝑘,𝑠 = arg min
𝜇𝑘∈C𝜇𝑘

|𝜇𝑘| ⇔ (B-44a)

𝑇 (̂︀𝛽𝑘) = arg min
𝑇 (𝛽𝑘)∈C𝜇𝑘

|𝑇 (𝛽𝑘)| ⇔ (B-44b)

̂︀𝛽𝑘 = arg min
𝛽𝑘∈C𝛽𝑘

|𝑇 (𝛽𝑘)| ⇔ (B-44c)

̂︀𝛽𝑘 = arg min
𝛽𝑘∈C𝛽𝑘

|𝛽𝑘−1| (B-44d)

由定理3.2.2可知，𝛽𝑘,⋆满足

𝛽𝑘,⋆ = arg max
𝛽𝑘∈C𝛽𝑘

|𝛽𝑘| (B-45)

结合式(B-44)和(B-45)可以发现， 𝜇𝑘,𝑠 = 𝑇 (𝛽𝑘,⋆)（或等价地̂︀𝛽𝑘 = 𝛽𝑘,⋆）当且仅当

arg min
𝛽𝑘∈C𝛽𝑘

|𝛽𝑘−1|= arg max
𝛽𝑘∈C𝛽𝑘

|𝛽𝑘| (B-46)

由定理3.2.1可知，式(B-46)成立当且仅当下面两个条件成立。

第一个条件为

c𝛽𝑘(2) = 0 (B-47)

上式成立是因为式(B-46)等号右端的最优解为圆C𝛽𝑘与连接c𝛽𝑘和O的直线的交点，

而式(B-46)等号左端的最优解为圆C𝛽𝑘与连接 c𝛽𝑘和[1,0]T的直线的交点。为了得到

一个公共的𝛽𝑘使得式(B-46)等号左右两端同时最优化，需要O，c𝛽𝑘和 [1,0]T三点

共线，即c𝛽𝑘(2) = 0，否则，式(B-46)不能成立。

在第一个条件(即式(B-47))成立的基础上，使式(B-46)成立的第二个条件为

c𝛽𝑘(1) ∈ [0,1] (B-48)

不难发现，式(B-46)只有在式(B-47)和(B-48)同时成立时才能满足。

反之可知，如果式(B-47)和(B-48)成立，则式(B-46)成立。综上， 𝑇 (𝛽𝑘,⋆) =

𝜇𝑘,𝑠 = 𝜇𝑘,⋆当且仅当 (B-47)和(B-48)满足。 𝑇 (𝛽𝑘,⋆) = 𝜇𝑘,𝑙可以进行类似证明，这

里省略。

另外，如果c𝛽𝑘(2) = 0，∠𝑔(c𝛽𝑘) 将等于0或1。结合式(3-37)中𝛽𝑘,⋆的表达式，

不难发现如果𝑇 (𝛽𝑘,⋆) ∈ {𝜇𝑘,𝑠,𝜇𝑘,𝑙}，则𝛽𝑘,⋆ ∈ R。定理3.2.4证毕。
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B.7 推论3.2.1的证明

下面分3步证明推论3.2.1。

第1步：第1步我们证明，如果w𝑘−1 = a(𝜃0)，则

B𝑘(1,2) ∈ R, B𝑘(1,2)≤ 0 (B-49)

为了证明(B-49)，将w𝑘−1代入 B𝑘(1,2)得到

B𝑘(1,2)

−𝜌𝑘
=wH

⊥a(𝜃0)a
H(𝜃0)w‖

= (w𝑘−1−w‖)
Ha(𝜃0)aH(𝜃0)w‖

=
‖a(𝜃0)‖22 · |aH(𝜃0)a(𝜃𝑘)|2

‖a(𝜃𝑘)‖22
−|aH(𝜃0)a(𝜃𝑘)|4

‖a(𝜃𝑘)‖42
(B-50)

上式表明B𝑘(1,2) ∈ R。而且，由式(B-50)可以看出，B𝑘(1,2)≤ 0等价于

‖a(𝜃0)‖22 · |aH(𝜃0)a(𝜃𝑘)|2

‖a(𝜃𝑘)‖22
≥ |aH(𝜃0)a(𝜃𝑘)|4

‖a(𝜃𝑘)‖42
(B-51)

或者更简洁地，

‖a(𝜃0)‖22 · ‖a(𝜃𝑘)‖22 ≥ |aH(𝜃0)a(𝜃𝑘)|2 (B-52)

由于(B-52)是柯西-施瓦茨不等式的直接结果，可知B𝑘(1,2) ≤ 0成立。式(B-49)证

毕。

第2步：第2步中我们将证明，如果𝜌𝑘 < ̃︀𝜌𝑘，则
B𝑘(2,2)> 0 (B-53)

为了证明上式，回忆B𝑘(2,2)的表达式，可以将式 (B-53)转换为

|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2 > 𝜌𝑘|wH
‖ a(𝜃0)|

2 (B-54)

由于

w‖ =
a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)w𝑘−1

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)
(B-55)

可以将式(B-54)进一步表示为

𝜌𝑘 <
|wH

‖ a(𝜃𝑘)|
2

|wH
‖ a(𝜃0)|2

=

⃒⃒⃒⃒
wH

𝑘−1a(𝜃𝑘)a
H(𝜃𝑘)

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)
a(𝜃𝑘)

⃒⃒⃒⃒2
⃒⃒⃒⃒
wH

𝑘−1a(𝜃𝑘)a
H(𝜃𝑘)

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)
a(𝜃0)

⃒⃒⃒⃒2 = ̃︀𝜌𝑘 (B-56)

不难发现，如果𝜌𝑘 < ̃︀𝜌𝑘，则式 (B-53)成立。

由式(2-44)中c𝛽𝑘的表达式以及第1步和第2步的结论可知，如果w𝑘−1 = a(𝜃0)，
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0≤ 𝜌𝑘 < ̃︀𝜌𝑘，则有
c𝛽𝑘(2) = 0 and c𝛽𝑘(1)≥ 0 (B-57)

第3步：第3步中将证明如果w𝑘−1 = a(𝜃0)， 0≤ 𝜌𝑘 ≤min{̃︀𝜌𝑘,𝜌𝑘}，且𝜌𝑘 ̸= ̃︀𝜌𝑘，
则有

c𝛽𝑘(1)≤ 1 (B-58)

为了证明式(B-58)，首先注意到 𝜌𝑘 < ̃︀𝜌𝑘意味着B𝑘(2,2)> 0。则c𝛽𝑘(1)≤ 1可以

重新表述为

−ℜ(B𝑘(1,2)) =−B𝑘(1,2)≤B𝑘(2,2) (B-59)

上式利用了B𝑘(1,2) ∈ R。回忆式(B-50)和B𝑘(2,2)的表达式，可以将(B-59)重新整

理为

𝜌𝑘w
H
𝑘−1a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖ ≤ |wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2 (B-60)

或者进一步表示为

𝜌𝑘‖a(𝜃0)‖22 · |aH(𝜃0)a(𝜃𝑘)|2

‖a(𝜃𝑘)‖22
≤ |aH(𝜃0)a(𝜃𝑘)|2 (B-61)

实际上，式(B-61)等价于𝜌𝑘 ≤ 𝜌𝑘。因此，如果w𝑘−1= a(𝜃0)，0≤ 𝜌𝑘 ≤min{̃︀𝜌𝑘,𝜌𝑘}，
𝜌𝑘 ̸= ̃︀𝜌𝑘，则c𝛽𝑘(1)≤ 1。

结合式(B-57)可知，如果w𝑘−1 = a(𝜃0)， 0 ≤ 𝜌𝑘 ≤min{̃︀𝜌𝑘,𝜌𝑘}， 𝜌𝑘 ̸= ̃︀𝜌𝑘，则
有c𝛽𝑘(2) = 0， c𝛽𝑘(1) ∈ [0,1]。根据定理3.2.4，可以得到 𝑇 (𝛽𝑘,⋆) = 𝜇𝑘,𝑠 = 𝜇𝑘,⋆，

即C2-WORD与 A2RC得到相同的权向量w𝑘。推论3.2.1证毕。

B.8 推论3.2.2的证明

证明推论3.2.2之前，首先介绍下面关于集合V的性质𝒫：

𝒫 : ∀v1,v2 ∈ V,∀𝑐1, 𝑐2 ∈ R, 𝑐1v1+ 𝑐2v2 ∈ V

上述性质𝒫不难由集合 V的定义得到。下面分3步证明推论3.2.2。

第1步：第1步中将证明

ℑ(vH
1 v2) = 0, ∀v1,v2 ∈ V (B-62)

不失一般性，下面假设𝑁为偶数，奇数情况的证明类似。则对于∀v ∈ V，将其相
关向量d定义为

d,
[︁
v(1) v(2) · · · v(𝑁/2)

]︁T
(B-63)
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由集合V的定义不难得到⎡⎣ℜ(v)
ℑ(v)

⎤⎦=G1

⎡⎣ℜ(d)
ℑ(d)

⎤⎦ ,
⎡⎣ ℑ(v)
−ℜ(v)

⎤⎦=G2

⎡⎣ℜ(d)
ℑ(d)

⎤⎦ (B-64)

其中G1和G2定义为

G1 ,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I 0

J 0

0 I

0 −J

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , G2 ,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 I

0 −J

−I 0

−J 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (B-65)

上式中I为𝑁/2×𝑁/2维单位矩阵， J为𝑁/2×𝑁/2维交换矩阵，满足

J=

⎡⎢⎢⎣
1

. . .

1

⎤⎥⎥⎦ (B-66)

可以验证GT
1G2 = 0。则对于∀v1,v2 ∈ V，满足

ℑ(vH
1 v2) =

[︁
ℜ(dT

1 ) ℑ(dT
1 )
]︁
GT

1G2

⎡⎣ℜ(d2)

ℑ(d2)

⎤⎦= 0 (B-67)

其中d1和d2分别为v1和v2的相关向量。式(B-62)证毕。

第2步：下面证明如果0≤ 𝜌𝑘 < ̃︀𝜌𝑘，则 B𝑘(2,2)> 0。证明过程参考附录B.7中

推论3.2.1证明的第2步。

第3步：下面假设w𝑘−1 ∈V，并考虑中心对称阵列(a(𝜃0)和 a(𝜃𝑘)均属于集合V)，

此时有 aH(𝜃𝑘)w𝑘−1 ∈ R。由性质𝒫可得 w‖ = a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)w𝑘−1/‖a(𝜃𝑘)‖22 ∈ V 以
及w⊥ =w𝑘−1−w‖ ∈ V。因此，ℑ(wH

⊥a(𝜃0)a
H(𝜃0)w‖) = 0以及

c𝛽𝑘(2) = ℑ(B𝑘(1,2))/B𝑘(2,2)

=−𝜌𝑘ℑ(wH
⊥a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖)/B𝑘(2,2) = 0 (B-68)

结合第2步的结果(更准确地，不等式(B-53))可知，如果wH
⊥a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖ ≥ 0，

0≤ 𝜌𝑘 ≤ ̃︀𝜌𝑘，则有
c𝛽𝑘(1) =−ℜ(B𝑘(1,2))/B𝑘(2,2)

= 𝜌𝑘w
H
⊥a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖/B𝑘(2,2)≥ 0 (B-69)

另外，由wH
⊥a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖≥ 0可知wH
𝑘−1a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖≥wH
‖ a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖，
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进一步有

wH
𝑘−1a(𝜃0)a

H(𝜃0)a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)w𝑘−1

aH(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)

=wH
𝑘−1a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖ ≥wH
‖ a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖ ≥ 0 (B-70)

基于此，如果wH
⊥a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖ ≥ 0，则有

wH
𝑘−1a(𝜃𝑘)a

H(𝜃𝑘)a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)w𝑘−1

wH
𝑘−1a(𝜃0)a

H(𝜃0)a(𝜃𝑘)aH(𝜃𝑘)w𝑘−1
= 𝜌𝑘 (B-71)

其中𝜌𝑘的定义见(3-46b)。如果𝜌𝑘 ≤ 𝜌𝑘满足，则由(B-70)，(B-71)以及(B-55)中w‖的

表达式可知

𝜌𝑘w
Ha(𝜃0)aH(𝜃0)w‖ ≤wH

‖ a(𝜃𝑘)a
H(𝜃𝑘)w‖ (B-72)

上式可以重新整理为 0≤ 𝜌𝑘w
H
⊥a(𝜃0)a

H(𝜃0)w‖ ≤ |wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2−𝜌𝑘|wH
‖ a(𝜃0)|

2或者更

简洁地，0≤−ℜ(B𝑘(1,2))≤B𝑘(2,2)。因此，可以得到

c𝛽𝑘(1) =−ℜ(B𝑘(1,2))/B𝑘(2,2)≤ 1 (B-73)

由上述分析可知，对于中心对称阵列，如果w𝑘−1 ∈V， 0≤ 𝜌𝑘 ≤min{̃︀𝜌𝑘,𝜌𝑘}，
𝜌𝑘 ̸= ̃︀𝜌𝑘，wH

⊥a(𝜃0)a
H(𝜃0)w‖ ≥ 0，则有c𝛽𝑘(2) = 0，c𝛽𝑘(1)∈ [0,1]。由定理3.2.4可以

得到𝑇 (𝛽𝑘,⋆) = 𝜇𝑘,⋆， 𝛽𝑘,⋆ ∈R。因此，C2-WORD和A2RC会得到相同的权向量w𝑘。

而且，可以进一步得到w𝑘 =w⊥+𝛽𝑘,⋆w‖ ∈ V。利用递推法不难发现如果 w𝑘−1 ∈
V，且(3-34)和 (3-46b)成立，则w𝑘 ∈V，𝑇 (𝛽𝑘+1,⋆)=𝜇𝑘+1,⋆。显然，如果取w0 ∈V，
条件(3-34)和(3-46b)对于任意𝑘均满足，则有𝑇 (𝛽𝑘,⋆) = 𝜇𝑘,⋆对于𝑘 = 1,2 · · ·均成立，
此时C2-WORD和A2RC 在第𝑘步得到相同的权向量w𝑘，𝑘 = 1,2 · · ·。推论3.2.2证

毕。

B.9 式(3-70)推导

为了简化符号，推导过程中省略下面𝛽。根据式(3-69)中𝜌𝑎的定义，我们有
√
𝜌𝑎 = |wH

𝑘 a(𝜃𝑘)|/|wH
𝑘 a(𝜃0)| (B-74)

由约束(3-67b)，可以将𝜌𝑎展开为

√
𝜌𝑎 = 𝑉𝑑(𝜃𝑘)−

𝛾(𝜃𝑘)‖w𝑘‖2
|wH

𝑘 a(𝜃0)|
= 𝑉𝑑(𝜃𝑘)−

√
𝜌𝑎𝛾(𝜃𝑘)‖w𝑘‖2
|wH

𝑘 a(𝜃𝑘)|
(B-75)

其中上式利用了等式(B-74)。将约束(3-67c)代入w𝑘中，得到

|wH
𝑘 a(𝜃𝑘)|

2

‖w𝑘‖22
=

|𝛽|2|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2

‖w⊥‖22+ |𝛽|2‖w‖‖22
(B-76)
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则式(B-75)可以重新表述为

𝑉𝑑(𝜃𝑘)−
√
𝜌𝑎 =

√
𝜌𝑎𝛾(𝜃𝑘)√︃

|𝛽|2|wH
‖ a(𝜃𝑘)|

2

‖w⊥‖22+ |𝛽|2‖w‖‖22

(B-77)

或等价地，

|𝛽|2 =

(︂ √
𝜌𝑎𝛾(𝜃𝑘)

𝑉𝑑(𝜃𝑘)−
√
𝜌𝑎

)︂2

‖w⊥‖22

|wH
‖ a(𝜃𝑘)|2−

(︂ √
𝜌𝑎𝛾(𝜃𝑘)

𝑉𝑑(𝜃𝑘)−
√
𝜌𝑎

)︂2

‖w‖‖22

(B-78)

另外，由式(3-31)可知

|𝛽|= |c𝛽|+𝑅𝛽 (B-79)

其中

|c𝛽|=
𝜌𝑎|wH

⊥a(𝜃0)| · |wH
‖ a(𝜃0)|

|B(2,2)|
(B-80)

𝑅𝛽 =

√
𝜌𝑎|wH

⊥a(𝜃0)| · |wH
‖ a(𝜃𝑘)|

|B(2,2)|
(B-81)

上式中的矩阵B满足

B=

⎡⎣wH
⊥a(𝜃𝑘)

wH
‖ a(𝜃𝑘)

⎤⎦⎡⎣wH
⊥a(𝜃𝑘)

wH
‖ a(𝜃𝑘)

⎤⎦H

−𝜌𝑎

⎡⎣wH
⊥a(𝜃0)

wH
‖ a(𝜃0)

⎤⎦⎡⎣wH
⊥a(𝜃0)

wH
‖ a(𝜃0)

⎤⎦H

(B-82)

因此可以得到

|𝛽|=
𝜌𝑎|wH

⊥a(𝜃0)| · |wH
‖ a(𝜃0)|+

√
𝜌𝑎|wH

⊥a(𝜃0)| · |wH
‖ a(𝜃𝑘)|⃒⃒

|wH
‖ a(𝜃𝑘)|2−𝜌𝑎|w

H
‖ a(𝜃0)|2

⃒⃒ (B-83)

将式(B-83)中的|𝛽|代入式(B-78)，可以消掉𝛽并得到下面关于𝜌𝑎的等式(︃
𝜌𝑎|wH

⊥a(𝜃0)| · |wH
‖ a(𝜃0)|+

√
𝜌𝑎|wH

⊥a(𝜃0)| · |wH
‖ a(𝜃𝑘)|⃒⃒

|wH
‖ a(𝜃𝑘)|2−𝜌𝑎|w

H
‖ a(𝜃0)|2

⃒⃒ )︃2

=

(︂ √
𝜌𝑎𝛾(𝜃𝑘)

𝑉𝑑(𝜃𝑘)−
√
𝜌𝑎

)︂2

‖w⊥‖22

|wH
‖ a(𝜃𝑘)|2−

(︂ √
𝜌𝑎𝛾(𝜃𝑘)

𝑉𝑑(𝜃𝑘)−
√
𝜌𝑎

)︂2

‖w‖‖22

(B-84)

将上式展开得到

𝐴𝜌2𝑎+𝐵𝜌𝑎
√
𝜌𝑎+𝐶𝜌𝑎+𝐷

√
𝜌𝑎+𝐸 = 0 (B-85)
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其中系数𝐴，𝐵，𝐶，𝐷，𝐸见式 (3-71)。式(B-85)可以重新表示为

𝐴𝜌2𝑎+𝐶𝜌𝑎+𝐸 =−√
𝜌𝑎(𝐵𝜌𝑎+𝐷) (B-86)

将上式等号左右同时取平方得到

𝐴2𝜌4𝑎+(2𝐴𝐶−𝐵2)𝜌3𝑎+(2𝐴𝐸−2𝐵𝐷+𝐶2)𝜌2𝑎+(2𝐶𝐸−𝐷2)𝜌𝑎+𝐸
2 = 0 (B-87)

式(3-70)证毕。

B.10 方程(3-70)可行性的推导

为了研究方程(3-70)的可行性，下面合理地假设 𝑉𝑑(𝜃𝑘)> 0。将式(3-69)中的𝜌𝑎

以及式(3-67c)的约束代入式 (3-67b)得到
√
𝜌𝑎 = 𝑉𝑑(𝜃𝑘)−

𝛾(𝜃𝑘)‖w𝑘‖2
|wH

𝑘 a(𝜃0)|
(B-88)

定义

𝑓(𝜌𝑎), 𝑉𝑑(𝜃𝑘)−
√
𝜌𝑎−

𝛾(𝜃𝑘)‖w𝑘‖2
|wH

𝑘 a(𝜃0)|
(B-89)

注意到当𝜌𝑎 = 0有𝛽⋆ = 0， w𝑘 =w⊥。结合式(3-82)可以得到

𝑓(0) = 𝑉𝑑(𝜃𝑘)−
𝛾(𝜃𝑘)‖w𝑘‖2
|wH

𝑘 a(𝜃0)|

= 𝑉𝑑(𝜃𝑘)−
[𝑉𝑑(𝜃𝑘)𝜀(𝜃0)+ 𝜀(𝜃𝑘)] · ‖w⊥‖2

|wH
⊥a(𝜃0)|

= 𝑉𝑑(𝜃𝑘) ·
(|wH

⊥a(𝜃0)|− 𝜀(𝜃0)‖w⊥‖2)
|wH

⊥a(𝜃0)|
− 𝜀(𝜃𝑘)‖w⊥‖2

|wH
⊥a(𝜃0)|

≥ 0 (B-90)

另外，不难验证

𝑓(𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘)) =−𝛾(𝜃𝑘)‖w𝑘‖2

|wH
𝑘 a(𝜃0)|

< 0 (B-91)

由于式(B-89)中的𝑓(𝜌𝑎)为𝜌𝑎的连续函数，则结合式(B-90)和式(B-91)可知一定存在

𝜌𝑎 ∈ [0,𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘))满足

𝑓(𝜌𝑎) = 0 (B-92)

由附录B.9可知，式(3-70)由𝑓(𝜌𝑎) = 0导出。因此，由(B-92)不难发现一定存在相同

的𝜌𝑎 ∈ [0,𝑉 2
𝑑 (𝜃𝑘))满足等式(3-70)。证毕。
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C.1 定理4.2.1的证明

假设𝑄≤𝑁−1（否则 a(𝜃0),a(𝜃1),a(𝜃2), · · · ,a(𝜃𝑄)线性相关），下面分5步来推

导定理4.2.1。

第1步: 第1步中，我们将 EH
𝑞|Ă𝑞−

a(𝜃0)进行简化，𝑞 = 1, · · · ,𝑄。根据式(4-3)，

我们有

E𝑞|Ă𝑞−
= a(𝜃𝑞)(aH(𝜃𝑞)P

⊥
Ă𝑞−

a(𝜃𝑞))
−1aH(𝜃𝑞)P

⊥
Ă𝑞−

= 𝜉𝑞a(𝜃𝑞)aH(𝜃𝑞)(I−PĂ𝑞−
) (C-1)

其中

𝜉𝑞 = (aH(𝜃𝑞)P
⊥
Ă𝑞−

a(𝜃𝑞))
−1 ∈ R (C-2)

PĂ𝑞−
= Ă𝑞−(ĂH

𝑞−Ă𝑞−)
−1ĂH

𝑞− (C-3)

由式(C-1)，可以得到

EH
𝑞|Ă𝑞−

a(𝜃0) = 𝜉𝑞(I−PĂ𝑞−
)a(𝜃𝑞)aH(𝜃𝑞)a(𝜃0)

= 𝜉𝑞 ·𝑣(𝑞,0) · [a(𝜃𝑞)−PĂ𝑞−
a(𝜃𝑞)]

= [a(𝜃𝑞), Ă𝑞−]d𝑞 (C-4)

其中

d𝑞 = 𝜉𝑞 ·𝑣(𝑞,0)

⎡⎣ 1

−(ĂH
𝑞−Ă𝑞−)

−1ĂH
𝑞−a(𝜃𝑞)

⎤⎦ ∈ C𝑄+1 (C-5)

不难发现 [︁
a(𝜃𝑞), Ă𝑞−

]︁
= ĂJ𝑞 (C-6)

其中J𝑞为交换矩阵，可以表示为

J𝑞 =

⎡⎢⎢⎣
I𝑞

1

I𝑄−𝑞

⎤⎥⎥⎦ ∈ R(𝑄+1)×(𝑄+1) (C-7)

而且，我们有

J𝑞d𝑞 = 𝜉𝑞 ·𝑣(𝑞,0)h𝑞 (C-8)

其中h𝑞满足

h𝑞 = [𝑐
(𝑞)
1 , · · · , 𝑐(𝑞)𝑞 ,1, 𝑐

(𝑞)
𝑞+1, · · · , 𝑐

(𝑞)
𝑄 ]T ∈ C𝑄+1 (C-9)

其中𝑐
(𝑞)
𝑖 表示向量 −(ĂH

𝑞−Ă𝑞−)
−1ĂH

𝑞−a(𝜃𝑞)的第𝑖个元素，𝑖= 1, · · · ,𝑄。
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结合式(C-4)，(C-6)以及(C-8)，我们可以进一步将 EH
𝑞|Ă𝑞−

a(𝜃0)简化为

EH
𝑞|Ă𝑞−

a(𝜃0) = ĂJ𝑞d𝑞 = 𝜉𝑞 ·𝑣(𝑞,0)Ăh𝑞 (C-10)

第2步: 下面我们将
(︀
I−EH

Ă0−|0

)︀
a(𝜃0)进行简化。由于 EĂ0−|0+E0|Ă0−

=PĂ，

我们可以得到(︀
I−EH

Ă0−|0

)︀
a(𝜃0) =

(︀
I−PH

Ă
+EH

0|Ă0−

)︀
a(𝜃0) = EH

0|Ă0−
a(𝜃0) (C-11)

上式中我们利用了 PH
Ă
a(𝜃0) = a(𝜃0)。结合第1步中的结果(C-10)，我们可以类似地

得到

EH
0|Ă0−

a(𝜃0) = 𝜉0‖a(𝜃0)‖22Ăh0 (C-12)

其中

𝜉0 =
(︀
aH(𝜃0)P

⊥
Ă0−

a(𝜃0)
)︀−1 (C-13)

h0 = [1, 𝑐
(0)
1 , · · · , 𝑐(0)𝑄 ]T ∈ C𝑄+1 (C-14)

𝑐
(0)
𝑖 表示向量−(ĂH

0−Ă0−)
−1ĂH

0−a(𝜃0)的第𝑖个元素，𝑖= 1, · · · , 𝑞。因此，可以得到(︀
I−EH

Ă0−|0

)︀
a(𝜃0) = 𝜉0‖a(𝜃0)‖22Ăh0 (C-15)

第3步: 下面对式(4-14)中的wOP进行重新表示。结合 (C-10)和(C-15)可以得到

wOP =

⎛⎝(︁I−EH
Ă0−|0

)︁
+

𝑄∑︁
𝑞=1

𝜂𝑞EH
𝑞|Ă𝑞−

⎞⎠a(𝜃0)

= 𝜉0‖a(𝜃0)‖22Ăh0+

𝑄∑︁
𝑞=1

𝜂𝑞 · 𝜉𝑞𝑣(𝑞,0)Ăh𝑞

= ĂHΛ0𝜂 (C-16)

其中系数矩阵H ∈C(𝑄+1)×(𝑄+1)，对角矩阵Λ0 ∈C(𝑄+1)×(𝑄+1)以及向量𝜂 ∈C𝑄+1，

可分别表示为

H= [h0,h1, · · · ,h𝑄] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 𝑐

(1)
1 · · · 𝑐

(𝑄)
1

𝑐
(0)
1 1 · · · 𝑐

(𝑄)
2

...
... . . . ...

𝑐
(0)
𝑄 𝑐

(1)
𝑄 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (C-17)

Λ0 =Diag([𝜉0𝑣(0,0), 𝜉1𝑣(1,0), · · · , 𝜉𝑄𝑣(𝑄,0)]) (C-18)

𝜂 = [1,𝜂1,𝜂2, · · · ,𝜂𝑄]T ∈ C𝑄+1 (C-19)
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不难发现

Ăh𝑞 = (I−PĂ𝑞−
)a(𝜃𝑞) =P⊥

Ă𝑞−
a(𝜃𝑞) (C-20)

基于此，可以将ĂH表示为

ĂH=
[︁
P⊥

Ă0−
a(𝜃0),P

⊥
Ă1−

a(𝜃1), · · · ,P⊥
Ă𝑄−

a(𝜃𝑄)
]︁
,Y (C-21)

第4步: 假设a(𝜃0),a(𝜃1), · · · ,a(𝜃𝑄) 线性无关（即Ă为列满秩矩阵），下面证明

式 (C-21)中的Y为列满秩矩阵，即

rank(Y) =𝑄+1 (C-22)

我们用反正法，首先假设

rank(Y)<𝑄+1 (C-23)

或者等价地，Y的各列线性相关。此时，由式(C-23)可知，存在非零系数向量𝜍 =

[𝜍0, 𝜍1, · · · , 𝜍𝑄]T使得Y𝜍 = 0，即

𝑄∑︁
𝑖=0

𝜍𝑖P
⊥
Ă𝑖−

a(𝜃𝑖) = 0 (C-24)

不失一般性，我们假设𝜍𝑚 ̸= 0，其中𝑚 ∈ {0,1, · · · ,𝑄}。则可以将式(C-24)表示

为

−𝜍𝑚P⊥
Ă𝑚−

a(𝜃𝑚) =
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝜍𝑖P
⊥
Ă𝑖−

a(𝜃𝑖)+

𝑄∑︁
𝑖=𝑚+1

𝜍𝑖P
⊥
Ă𝑖−

a(𝜃𝑖) (C-25)

需要注意的是，我们有 a(𝜃𝑚) ∈ℛ(Ă𝑖−)， 0≤ 𝑖≤𝑄，𝑖 ̸=𝑚。由此我们可以得到

aH(𝜃𝑚)P
⊥
Ă𝑖−

= 0, 0≤ 𝑖≤𝑄, 𝑖 ̸=𝑚. (C-26)

将式(C-25)等式左右两边左乘aH(𝜃𝑚)得到

−𝜍𝑚aH(𝜃𝑚)P⊥
Ă𝑚−

a(𝜃𝑚) = 0 (C-27)

由前文假设𝜍𝑚 ̸= 0，结合上式可以得到

aH(𝜃𝑚)P
⊥
Ă𝑚−

a(𝜃𝑚) = ‖P⊥
Ă𝑚−

a(𝜃𝑚)‖22 = 0 (C-28)

进一步有 P⊥
Ă𝑚−

a(𝜃𝑚) = 0或等价地a(𝜃𝑚) ∈ ℛ(Ă𝑚−)。这与前文Ă为列满秩矩阵

相矛盾。因此，式(C-23)不成立。由于𝑄+1≤𝑁，很容易得到rank(Y) =𝑄+1。

第5步: 下面将证明如果a(𝜃0),a(𝜃1), · · · ,a(𝜃𝑄)线性无关，且𝑣(𝑞,0) ̸= 0对于任

意𝑞 ∈ {1, · · · ,𝑄}均成立，则HΛ0为可逆矩阵。
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首先，由第4步可知Y为列满秩矩阵。由于Y = ĂH且Ă为列满秩矩阵，可以

得到H可逆。

另一方面，Ă为列满秩矩阵意味着 a(𝜃𝑖) /∈ℛ(Ă𝑖−)，或者等价地，P⊥
Ă𝑖−

a(𝜃𝑖) ̸=
0， ∀𝑖= 0,1, · · · ,𝑄。因为，我们可以得到

𝜉𝑖 = (aH(𝜃𝑖)P
⊥
Ă𝑖−

a(𝜃𝑖))
−1 = (‖P⊥

Ă𝑖−
a(𝜃𝑖)‖22)−1 > 0, 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄 (C-29)

如此之外，若𝑣(𝑞,0) ̸= 0对于∀𝑞 = 1, · · · ,𝑄均成立，则式(C-18)中矩阵Λ0的对角元

素均非零。因此，Λ0为可逆矩阵。

由于H和Λ0均为可逆矩阵，可以知道HΛ0可逆。

由式(4-11)中的权向量w⋆可知，对于任意𝛽1, · · · ,𝛽𝑄，存在式(4-12)中的向量

u使得 w⋆ = Ă
[︁
1 uT

]︁T
。由于HΛ0可逆，从式(C-16)可知一定存在 𝜂1, · · · ,𝜂𝑄或

者向量𝜂满足

𝜂 = [1,𝜂1,𝜂2, · · · ,𝜂𝑄]T = ℎ−1(HΛ0)
−1
[︁
1 uT

]︁T
(C-30)

以及𝑐= ℎ−1，使得

wOP = ĂHΛ0𝜂 = ℎ−1Ă
[︁
1 uT

]︁T
= 𝑐w⋆ (C-31)

其中ℎ为向量 (HΛ0)
−1
[︁
1 uT

]︁T
的第一个元素。证毕。

C.2 式(4-100)推导

首先，可以将Ea(𝜃𝑖)|Ă𝑖−
展开为

Ea(𝜃𝑖)|Ă𝑖−
= a(𝜃𝑖)(aH(𝜃𝑖)P

⊥
Ă𝑖−

a(𝜃𝑖))
−1aH(𝜃𝑖)P

⊥
Ă𝑖−

= 𝜉𝑖a(𝜃𝑖)aH(𝜃𝑖)(I−PĂ𝑖−
), 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄 (C-32)

其中𝜉𝑖 = (aH(𝜃𝑖)P
⊥
Ă𝑖−

a(𝜃𝑖))
−1为实数，𝑖= 0,1, · · · ,𝑄。除此之外，不难推导得到(︁

I−PĂ𝑖−

)︁
a(𝜃𝑖) = Ăh𝑖, 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄 (C-33)

其中h𝑖 ∈ C𝑄+1通过在向量 b𝑖 =−(ĂH
𝑖−Ă𝑖−)

−1ĂH
𝑖−a(𝜃𝑖)中的第(𝑖+1)个元素插入元

素1得到， 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄。更具体地，h𝑖可以表示为

h𝑖 = [b𝑖(1), · · · ,b𝑖(𝑖),1,b𝑖(𝑖+1), · · · ,b𝑖(𝑄)]T, 𝑖= 0, · · · ,𝑄 (C-34)
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在此基础上，结合式(4-61)可以得到

T0wpre =
(︁
I−EH

Ă0−|a(𝜃0)

)︁
wpre

=
(︁
I−PH

Ă
+EH

a(𝜃0)|Ă0−

)︁
wpre

=P⊥
Ă
wpre+ 𝜉0(I−PĂ0−

)a(𝜃0)aH(𝜃0)wpre

=P⊥
Ă
wpre+ 𝑐0Ăh0 (C-35)

以及

𝑒−𝑗𝜙𝑞T𝑞wnew,𝑞 = 𝑒−𝑗𝜙𝑞EH
a(𝜃𝑞)|Ă𝑞−

wnew,𝑞

= 𝑒−𝑗𝜙𝑞𝜉𝑞(I−PĂ𝑞−
)a(𝜃𝑞)aH(𝜃𝑞)wnew,𝑞

= 𝑐𝑞𝑒
−𝑗𝜙𝑞Ăh𝑞 (C-36)

其中𝑐0 , 𝜉0aH(𝜃0)wpre， 𝑐𝑞 , 𝜉𝑞aH(𝜃𝑞)wnew,𝑞， 𝑞 = 1, · · · ,𝑄。因此，式(4-67)中

的wnew可以重新表示为

wnew =P⊥
Ă
wpre+ ĂHc (C-37)

其中

H, [h0,h1, · · · ,h𝑄] ∈ C(𝑄+1)×(𝑄+1) (C-38)

c, [𝑐0, 𝑐1𝑒
−𝑗𝜙1 , · · · , 𝑐𝑄𝑒−𝑗𝜙𝑄 ]T ∈ C𝑄+1 (C-39)

证毕。

C.3 式(4-101)的推导

对于给定的𝑖 ∈ {0,1, · · · ,𝑄}，首先定义

J1𝑖 =

⎡⎢⎢⎣
O2𝑖×2

I2

O[2(𝑄−𝑖)+1]×2

⎤⎥⎥⎦ ∈ R(2𝑄+3)×2 (C-40a)

J2𝑖 =

⎡⎢⎢⎣
I2𝑖 O2𝑖×[2(𝑄−𝑖)+1]

O2×2𝑖 O2×[2(𝑄−𝑖)+1]

O[2(𝑄−𝑖)+1]×2𝑖 I2(𝑄−𝑖)+1

⎤⎥⎥⎦ ∈ R(2𝑄+3)×(2𝑄+1) (C-40b)

不难发现

Y(𝜃𝑖) = C̆J1𝑖, C̆𝑖− = C̆J2𝑖, 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄 (C-41)
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在此基础上，可以将 ET
Y(𝜃𝑖)|C̆𝑖−

展开为

ET
Y(𝜃𝑖)|C̆𝑖−

=P⊥
C̆𝑖−

Y(𝜃𝑖)(YT(𝜃𝑖)P
⊥
C̆𝑖−

Y(𝜃𝑖))
−1YT(𝜃𝑖)

=
(︁
I− C̆𝑖−(C̆T

𝑖−C̆𝑖−)
−1C̆T

𝑖−

)︁
Y(𝜃𝑖)(YT(𝜃𝑖)P

⊥
C̆𝑖−

Y(𝜃𝑖))
−1YT(𝜃𝑖)

=
(︁
Y(𝜃𝑖)− C̆𝑖−(C̆T

𝑖−C̆𝑖−)
−1C̆T

𝑖−Y(𝜃𝑖)
)︁
(YT(𝜃𝑖)P

⊥
C̆𝑖−

Y(𝜃𝑖))
−1YT(𝜃𝑖)

=
(︁
C̆J1𝑖− C̆J2𝑖(C̆T

𝑖−C̆𝑖−)
−1C̆T

𝑖−Y(𝜃𝑖)
)︁
(YT(𝜃𝑖)P

⊥
C̆𝑖−

Y(𝜃𝑖))
−1YT(𝜃𝑖)

= C̆
(︁
J1𝑖−J2𝑖(C̆T

𝑖−C̆𝑖−)
−1C̆T

𝑖−Y(𝜃𝑖)
)︁
(YT(𝜃𝑖)P

⊥
C̆𝑖−

Y(𝜃𝑖))
−1YT(𝜃𝑖)⏟  ⏞  

,V𝑖

(C-42)

其中V𝑖的定义如上式所示，𝑖= 0,1, · · · ,𝑄。
从式(C-42)可以得到

ET
Y(𝜃𝑞)|C̆𝑞−

̃︀u𝑞 = C̆V𝑞̃︀u𝑞, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (C-43)

除此之外，注意到 EC̆0−|Y(𝜃0)
+EY(𝜃0)|C̆0−

= PC̆，或等价地 I−EC̆0−|Y(𝜃0)
= I−

PC̆+EY(𝜃0)|C̆0−
。因此可以得到(︁

I−ET
C̆0−|Y(𝜃0)

)︁ ̃︀wpre =
(︁
P⊥

C̆
+ C̆V0

)︁ ̃︀wpre (C-44)

结合式(C-43)和(C-44)，可以将式(4-95)中的̃︀wnew表示为

̃︀wnew = Z0 ̃︀wpre+

𝑄∑︁
𝑞=1

Z𝑞̃︀u𝑞
=
(︁
I−ET

C̆0−|Y(𝜃0)

)︁ ̃︀wpre+

𝑄∑︁
𝑞=1

ET
Y(𝜃𝑞)|C̆𝑞−

̃︀u𝑞
=
(︁
P⊥

C̆
+ C̆V0

)︁ ̃︀wpre+

𝑄∑︁
𝑞=1

C̆V𝑞̃︀u𝑞
=P⊥

C̆
̃︀wpre+ C̆F𝛼 (C-45)

其中

F, [V0,V1, · · · ,V𝑄] ∈ R(2𝑄+3)×2𝑁(𝑄+1) (C-46a)

𝛼,
[︁̃︀wT

pre,̃︀uT
1 , · · · ,̃︀uT

𝑄

]︁T
∈ R2𝑁(𝑄+1) (C-46b)

式(4-101)证毕。
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C.4 式(4-103)推导

如果式(4-102)成立，我们有 ̃︀wnew− ̃︀wpre ∈ℛ(C̆)。然后，可以将̃︀wnew− ̃︀wpre表

示为

̃︀wnew− ̃︀wpre = C̆𝜇 (C-47)

其中𝜇 ∈ R2𝑄+3为系数向量。

考虑到wnew = [I𝑁 , 𝑗I𝑁 ]̃︀wnew， wpre = [I𝑁 , 𝑗I𝑁 ]̃︀wpre，同时结合C̆的表达式，

不难得到

wnew−wpre = [I𝑁 , 𝑗I𝑁 ]C̆𝜇

= [(𝜇1− 𝑗𝜇2)a(𝜃0), · · · ,(𝜇2𝑄+1− 𝑗𝜇2𝑄+2)a(𝜃𝑄),𝜇2𝑄+3d(𝜃0)]

=
[︁
Ă, d(𝜃0)

]︁
Γ𝜇 (C-48)

其中𝜇𝑖表示向量𝜇的第𝑖个元素， 𝑖= 1, · · · ,2𝑄+3, Γ ∈ C(𝑄+2)×(2𝑄+3)定义为

Γ,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −𝑗
1 −𝑗

. . . . . .

1 −𝑗
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(C-49)

根据式(C-48)，可以发现

P⊥
[Ă, d(𝜃0)]

(wnew−wpre) = 0 (C-50)

式(4-103)证毕。

C.5 式(4-104)推导

在式(4-53)中取𝜌𝑞 = 𝐿pre(𝜃𝑞, 𝜃0)，由WORD算法可知 𝛽𝑞 = 1, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄。因
此，从式(4-54)和(4-55)可以发现

wnew,𝑞 =wpre, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (C-51)

在上式的基础上，如果式 (4-67)中取𝜙𝑞 = 0，𝑞 = 1, · · · ,𝑄，所得到的wnew满足

wnew =T0wpre+

𝑄∑︁
𝑞=1

T𝑞wpre =

(︃
𝑄∑︁
𝑖=0

T𝑖

)︃
wpre (C-52)
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为了进一步证明wnew =wpre，我们首先定义如下置换矩阵J𝑖

J𝑖 ,

⎡⎢⎢⎣
I𝑖

1

I𝑄−𝑖

⎤⎥⎥⎦ ∈ R(𝑄+1)×(𝑄+1), 𝑖= 0,1, · · · ,𝑄 (C-53)

不难发现 [a(𝜃𝑖), Ă𝑖−] = ĂJ𝑖，以及 [a(𝜃𝑖), 0𝑁×𝑄] =
[︀
0𝑁×𝑖, a(𝜃𝑖), 0𝑁×(𝑄−𝑖)

]︀
J𝑖，

𝑖= 0,1, · · · ,𝑄。因此，我们有
𝑄∑︁
𝑖=0

Ea(𝜃𝑖)|Ă𝑖−
=

𝑄∑︁
𝑖=0

[a(𝜃𝑖), 0]
(︁
(ĂJ𝑖)

H
(ĂJ𝑖)

)︁−1
(ĂJ𝑖)

H

=

𝑄∑︁
𝑖=0

[a(𝜃𝑖), 0]
(︁
JH𝑖 Ă

HĂJ𝑖

)︁−1
JH𝑖 Ă

H

=

𝑄∑︁
𝑖=0

[a(𝜃𝑖), 0]J
−1
𝑖

(︁
ĂHĂ

)︁−1
ĂH

=

𝑄∑︁
𝑖=0

[︀
0𝑁×𝑖, a(𝜃𝑖), 0𝑁×(𝑄−𝑖)

]︀(︁
ĂHĂ

)︁−1
ĂH

= Ă
(︁
ĂHĂ

)︁−1
ĂH

=PĂ (C-54)

结合式(4-61)中T𝑖(𝑖= 0,1, · · · ,𝑄)的定义，可以得到
𝑄∑︁
𝑖=0

T𝑖 = I−EH
Ă0−|a(𝜃0)

+

𝑄∑︁
𝑞=1

EH
a(𝜃𝑞)|Ă𝑞−

= I−EH
Ă0−|a(𝜃0)

−EH
a(𝜃0)|Ă0−

+

𝑄∑︁
𝑖=0

EH
a(𝜃𝑖)|Ă𝑖−

= I−PH
Ă
+PH

Ă

= I (C-55)

根据式(C-52)和(C-55)，可以发现 wnew =wpre。式(4-104)证毕。

C.6 式(4-105)推导

与附录C.5中的证明相同，可以发现如果取 𝜌𝑞 = 𝐿pre(𝜃𝑞, 𝜃0)，则有 wnew,𝑞 =

wpre以及 ̃︀wnew,𝑞 = ̃︀wpre， 𝑞 = 1, · · · ,𝑄。基于此，在式(4-82)中若取𝜑𝑞 = 0 (𝑞 =

1, · · · ,𝑄)，则有

̃︀u𝑞 = ̃︀wnew,𝑞 = ̃︀wpre, 𝑞 = 1, · · · ,𝑄 (C-56)
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则式(4-95)中的̃︀wnew可以表示为

̃︀wnew =

(︃
𝑄∑︁
𝑖=0

Z𝑖

)︃ ̃︀wpre (C-57)

与式(C-54)中的推导类似，不难得到

Ẽ︀d(𝜃0)|C̆̃︀d− +

𝑄∑︁
𝑖=0

EY(𝜃𝑖)|C̆𝑖−
=PC̆ (C-58)

或等价地，

𝑄∑︁
𝑞=1

ET
Y(𝜃𝑞)|C̆𝑞−

=PC̆−ET̃︀d(𝜃0)|C̆̃︀d− −ET
Y(𝜃0)|C̆0−

(C-59)

其中

C̆̃︀d− ,
[︁
Y(𝜃0),Y(𝜃1), · · · ,Y(𝜃𝑄)

]︁
∈ R2𝑁×(2𝑄+2) (C-60)

因此，我们有(︃
𝑄∑︁
𝑖=0

Z𝑖

)︃ ̃︀wpre =

⎛⎝I−ET
C̆0−|Y(𝜃0)

+

𝑄∑︁
𝑞=1

ET
Y(𝜃𝑞)|C̆𝑞−

⎞⎠ ̃︀wpre

=

(︂
I−ET̃︀d(𝜃0)|C̆̃︀d−

)︂ ̃︀wpre (C-61)

其中我们利用了下面的等式

PC̆ = ET
C̆0−|Y(𝜃0)

+ET
Y(𝜃0)|C̆0−

(C-62)

回忆式(C-57)，可以得到式(4-105)，证毕。

D.1 引理6.2.1的证明

首先定义

𝐽(𝑖),𝑄(2, 𝑖)−𝑄(𝑖+1,𝑁), 2≤ 𝑖≤𝑁 −1 (D-1)

回忆式(6-10)中𝑄(·)的定义，以及𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ·· · ≥ 𝑑𝑁 > 0，不难发现随着𝑖(2 ≤ 𝑖 ≤
𝑁 −1)的增加，𝑄(2, 𝑖)单调递增，𝑄(𝑖+1,𝑁)单调递减。基于此，可知𝐽(𝑖)随𝑖的增

加而单调递增。下面分两种情况来推导式(6-12)，即

𝑑1 ≥ min
𝑖∈{2,··· ,𝑁−1}

|𝐽(𝑖)| (D-2)

第一种情况，我们假设𝐽(2)≥ 0。由于𝐽(𝑖)为单调递增函数，我们有

min
𝑖∈{2,··· ,𝑁−1}

|𝐽(𝑖)|= 𝐽(2) = 𝑑2−𝑄(3,𝑁)< 𝑑2 ≤ 𝑑1 (D-3)
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所以当𝐽(2)≥ 0时，式(D-2)成立。

第二种情况，假设𝐽(2) < 0。由于𝐽(𝑁 − 1) = 𝑄(2,𝑁 − 1)−𝑑𝑁 ≥ 0，且𝐽(𝑖)单

调递增，则存在𝑚 ∈ {2, · · · ,𝑁 −2}使得

𝐽(𝑚)< 0, 𝐽(𝑚+1)≥ 0 (D-4)

基于此不难发现，当2 ≤ 𝑖 ≤𝑚时，|𝐽(𝑖)|随 𝑖的增加单调递减，当𝑚+1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 −
1时， |𝐽(𝑖)|随𝑖的增加单调递增。从而可以得到

min
𝑖∈{2,··· ,𝑁−1}

|𝐽(𝑖)|=min {−𝐽(𝑚),𝐽(𝑚+1)} (D-5)

而且，注意到

𝐽(𝑖+1)−𝐽(𝑖) = 2𝑑𝑖+1 (D-6)

由此得到𝐽(𝑚+1)−𝐽(𝑚) = 2𝑑𝑚+1。进一步有

min{−𝐽(𝑚),𝐽(𝑚+1)} ≤ 𝐽(𝑚+1)−𝐽(𝑚)

2
= 𝑑𝑚+1 (D-7)

结合(D-5)，(D-7)以及 𝑑1 ≥ 𝑑𝑚+1，可知 (D-2)成立。所以当𝐽(2) < 0时，(D-2)成

立。

综上，引理6.2.1证毕。

D.2 定理6.3.1的证明

为了证明定理6.3.1，下面首先研究集合X2 的非空性。假设式(6-11)成立，可

以得到

𝑑1−𝑑2 ≤ 𝑑1+𝑑2 (D-8a)

𝑑1−𝑑2 ≤
𝑁∑︁
𝑘=3

𝑑𝑘 (D-8b)

max

{︃
0,𝑑3−

𝑁∑︁
𝑘=4

𝑑𝑘

}︃
≤min

{︃
𝑑1+𝑑2,

𝑁∑︁
𝑘=3

𝑑𝑘

}︃
(D-8c)

上式利用了不等式𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ·· · ≥ 𝑑𝑁 > 0。根据式(6-22)中X2的表达式，可以进一

步得到𝑥2,min ≤ 𝑥2,max。因此，如果𝑑1 ≤𝑄(2,𝑁)成立，则集合X2非空。

下面的推导中，下标𝑖可以取为3，· · ·，𝑁 −2。此时，可以得到下面不等式⃒⃒
𝑥𝑖−1−𝑑𝑖

⃒⃒
≤ 𝑥𝑖−1+𝑑𝑖 (D-9)
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由于𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ·· · ≥ 𝑑𝑁 > 0，不难得到

max

{︃
0,𝑑𝑖+1−

𝑁∑︁
𝑘=𝑖+2

𝑑𝑘

}︃
≤min

{︃
𝑥𝑖−1+𝑑𝑖,

𝑁∑︁
𝑘=𝑖+1

𝑑𝑘

}︃
(D-10)

由式(6-31)中X𝑖的表达式，同时结合不等式(D-9)，可以发现集合X𝑖非空只要下面
不等式满足 ⃒⃒

𝑥𝑖−1−𝑑𝑖
⃒⃒
≤

𝑁∑︁
𝑘=𝑖+1

𝑑𝑘 (D-11)

假设𝑥𝑖−1 ∈ X𝑖−1，可以进一步得知边𝑥𝑖−1，𝑑𝑖，· · ·，𝑑𝑁 可以形成多边形。因此，
可以得到

𝑥𝑖−1 ≤ 𝑑𝑖 ≤ 𝑥𝑖−1+
𝑁∑︁

𝑘=𝑖+1

𝑑𝑘 (D-12)

或者

𝑑𝑖 < 𝑥𝑖 ≤
𝑁∑︁
𝑘=𝑖

𝑑𝑘 (D-13)

由于(D-12)和(D-13) 均可以导出(D-11)，因此如果𝑥𝑖−1 ∈ X𝑖−1，则X𝑖非空。综上，
定理6.3.1证毕。

E.1 引理7.2.2的证明

为了证明引理7.2.2，下面首先说明集合X1的非空性。假设条件(7-18)成立，则

可以得到 ⃒⃒
|ℎ0|− |ℎ1|

⃒⃒
< |ℎ0|+ |ℎ1|. (E-1)

注意到
⃒⃒
|ℎ0|− |ℎ1|

⃒⃒
= 2 max{|ℎ0|, |ℎ1|}− |ℎ0|− |ℎ1|，则⃒⃒

|ℎ0|− |ℎ1|
⃒⃒
≤ 2 max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}− |ℎ0|− |ℎ1|

≤
𝑁∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖|− |ℎ0|− |ℎ1|= 𝑆(2) (E-2)

而且，根据(7-18)，我们可以推导出

2|ℎ|max(2)−𝑆(2)≤ 2 max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}−𝑆(2)

≤
𝑁∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖|−𝑆(2) = |ℎ0|+ |ℎ1| (E-3)

272

万方数据



附录

除此之外，由于|ℎ|max(2)< 𝑆(2)，则下式成立

2|ℎ|max(2)−𝑆(2)< 𝑆(2) (E-4)

由式(7-23)中X1的表达式，并结合式(E-1)-(E-4)的结果，不难得到 𝑥1,min ≤ 𝑥1,max。

因此，只要条件(7-18)满足，集合 X1即为非空集合。

下面我们说明，如果𝑥𝑛−1 ∈ X𝑛−1，则有集合 X𝑛为非空集合，𝑛 = 2, · · · ,𝑁 −
2。

为了说明上述结果，我们给定∀𝑛 ∈ {2, · · · ,𝑁 − 2}。注意到如果𝑥𝑛−1 ∈ X𝑛−1，

则有 𝑥𝑛−1 ≥ 0。则可以得到⃒⃒
𝑥𝑛−1−|ℎ𝑛|

⃒⃒
≤ 𝑥𝑛−1+ |ℎ𝑛| (E-5)

除此之外，不难发现

2|ℎ|max(𝑛+1)−𝑆(𝑛+1)≤ 𝑆(𝑛+1) (E-6)

而且，下面不等式组满足：

|ℎ𝑛|−𝑆(𝑛+1)≤ 2|ℎ|max(𝑛)−|ℎ𝑛|−𝑆(𝑛+1) (E-7a)

≤ 2|ℎ|max(𝑛)−𝑆(𝑛) (E-7b)

≤ 𝑥𝑛−1 ≤ 𝑆(𝑛) = |ℎ𝑛|+𝑆(𝑛+1) (E-7c)

从而进一步有 ⃒⃒
𝑥𝑛−1−|ℎ𝑛|

⃒⃒
≤ 𝑆(𝑛+1) (E-8)

注意到在式(E-7)中，我们用到了 |ℎ|max(𝑛) ≥ |ℎ𝑛|以及 𝑥𝑛−1 ∈ X𝑛−1。进一步，根

据(E-7)，不难看出

2|ℎ|max(𝑛+1)−𝑆(𝑛+1)≤ 2|ℎ|max(𝑛)−𝑆(𝑛)+ |ℎ𝑛|

≤ 𝑥𝑛−1+ |ℎ𝑛| (E-9)

结合(E-5)，(E-6)，(E-8)和 (E-9)，以及式(7-31)中𝑥𝑛,min和 𝑥𝑛,max的定义，我

们有

𝑥𝑛,min ≤ 𝑥𝑛,max (E-10)

上述表明集合X𝑛非空，其中𝑛可以取为 2, · · · ,𝑁 −2。证毕。

E.2 定理7.2.1的证明

1). 充分性证明.
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不难发现只要𝑥1,min < 𝑥1,max，则Φ1为不可数集合。而且，给定集合Φ1以及

任意 ∀𝜑1,⋆ ∈ Φ1，式(7-14)总存在一个解。由此可知，只要𝑥1,min < 𝑥1,max，则等

式(7-14)有无穷个解。

另一方面，解等式(7-14)中相位 𝜑1, · · · ,𝜑𝑁的顺序可以任意设置。结合上述分
析，不难发现式(7-14)有无穷解，只要存在 𝑝 ∈ {1, · · · ,𝑁}满足

𝑥
(𝑝)
min < 𝑥

(𝑝)
max (E-11)

其中𝑥
(𝑝)
min和𝑥

(𝑝)
max的分别与式(7-23)中 𝑥1,min和𝑥1,max的定义类似，代表将相位𝜑𝑝放

在第一步解时的相应值。具体地，

𝑥
(𝑝)
min ,max

{︀⃒⃒
|ℎ0|− |ℎ𝑝

⃒⃒
, 𝑑(𝑝)

}︀
(E-12)

𝑥
(𝑝)
max ,min{|ℎ0|+ |ℎ𝑝,𝑆(1)−|ℎ𝑝} (E-13)

其中

𝑑(𝑝), 2 max{|ℎ1|, · · · , |ℎ𝑝−1|, |ℎ𝑝+1|, · · · , |ℎ𝑁 |}−𝑆(1)+ |ℎ𝑝| (E-14)

下面说明如果式(7-43)成立，则总是存在𝑝 ∈ {1, · · · ,𝑁}使得式(E-11)成立。

为了说明上述结果，首先将不等式(E-11)重新表述为⃒⃒
|ℎ0|− |ℎ𝑝|

⃒⃒
< |ℎ0|+ |ℎ𝑝| (E-15a)⃒⃒

|ℎ0|− |ℎ𝑝|
⃒⃒
< 𝑆(1)−|ℎ𝑝| (E-15b)

𝑑(𝑝)< |ℎ0|+ |ℎ𝑝| (E-15c)

𝑑(𝑝)< 𝑆(1)−|ℎ𝑝| (E-15d)

由于|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 | > 0，可知第一个不等式(E-15a)对于∀𝑝 ∈ {1, · · · ,𝑁}均满足。
根据式(7-43)，不难导出⃒⃒

|ℎ0|− |ℎ𝑝|
⃒⃒
= 2 max{|ℎ0|, |ℎ𝑝|}− |ℎ0|− |ℎ𝑝|

≤ 2 max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}− |ℎ0|− |ℎ𝑝|

<
𝑁∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖|− |ℎ0|− |ℎ𝑝|= 𝑆(1)−|ℎ𝑝| (E-16)

则第二个不等式(E-15b)成立，其中𝑝 ∈ {1, · · · ,𝑁}。第三个不等式(E-15c)可以重新

整理为

2 max{|ℎ1|, · · · , |ℎ𝑝−1|, |ℎ𝑝+1|, · · · , |ℎ𝑁 |}<
𝑁∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖| (E-17)
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可知，只要(7-43)满足，上式即成立。对于第四个不等式(E-15d)，其等价于

max{|ℎ1|, · · · , |ℎ𝑝−1|, |ℎ𝑝+1|, · · · , |ℎ𝑁 |}+ |ℎ𝑝|< 𝑆(1) (E-18)

同样对于∀𝑝∈ {1, · · · ,𝑁}均满足。综上，式(E-15)（或其等价形式(E-11)）对于∀𝑝∈
{1, · · · ,𝑁}都成立。因此，如果式(7-43)成立，则等式(7-14)有无穷多个解。必要性

证毕。

2). 充分性证明。

下面证明，如果式(7-14)有无穷多个解，则不等式 (7-43)成立。

为了说明上述结果，下面假设等式(7-14)有无穷多个解但是 (7-43)不满足。此

时可得到

2 max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}=
𝑁∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖| (E-19)

事实上，上式意味着等式(7-14)只有一组解而不是无穷个解。为了说明这一点，不

失一般性假设 |ℎ𝑝| =max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}，𝑝 ∈ {1, · · · ,𝑁}。此时，所有的解应
该满足 ⃒⃒⃒

|ℎ0|−
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑝
|ℎ𝑖|𝑒𝑗𝜑𝑖

⃒⃒⃒
= |ℎ𝑝|=

𝑁∑︁
𝑖=0,𝑖 ̸=𝑝

|ℎ𝑖| (E-20)

可以发现如果取 𝜑1 = 𝜑2 = · · · = 𝜑𝑝−1 = 𝜑𝑝+1 = · · · = 𝜑𝑁 = 𝜋， 𝜑𝑝 = 0，则等式

(7-14)成立。在[0,2𝜋)范围内取另外任意一组不同的相位取值 (记为𝜑′𝑖，𝑖=1, · · · ,𝑁 )，

则有 ⃒⃒⃒
|ℎ0|−

𝑁∑︁
𝑖=1,𝑖 ̸=𝑝

|ℎ𝑖|𝑒𝑗𝜑
′
𝑖

⃒⃒⃒
<

𝑁∑︁
𝑖=0,𝑖 ̸=𝑝

|ℎ𝑖| (E-21)

这与(E-20)矛盾。当|ℎ0| = max{|ℎ0|, |ℎ1|, · · · , |ℎ𝑁 |}时，可以得到同样的结果。因
此，如果(7-43)不满足，则等式(7-14)只有一组解。必要性证毕。

F.1 式(8-33)的证明

下面分3步证明式(8-33)。

第1步: 首先证明

rank(C12) =𝑁 −1 (F-1)
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容易得到

C12 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0

0 0 · · · 0

0
...

0

P(𝑁−3)/2

I(𝑁−1)/2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(F-2)

不难验证

C12
𝑟̃︂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0

0 −1

−1 1

. . . . . .

−1 1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑐̃︂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0

0

−1 0

1 −1
. . . . . .

0 1 −1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑟̃︂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0

0 −I(𝑁−1)/2

1

2
...

(𝑁 −1)/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Δ
=Q1 (F-3)

其中
𝑟̃︂ 和

𝑐̃︂ 分别表示初等行操作和初等列操作。由于初等操作不改变矩

阵的秩，且rank(Q1) =𝑁 −1，可知式(F-1)成立。

第2步: 下面证明

rank(C13) = rank(C12) (F-4)
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容易得到

C13 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0

I(𝑁−1)/2

0 · · · 0 0

P(𝑁−3)/2

0
...

0

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(F-5)

不难验证

C13
𝑟̃︂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0

0

−1 0

1 −1
. . . . . .

0 1 −1

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑐̃︂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I(𝑁−1)/2 I(𝑁−1)/2 0

0

−1 0

1 −1
. . . . . .

0 1 −1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑟̃︂ Q1 (F-6)

结合上式与式(F-1)，可知式(F-4)成立。

第3步: 下面证明

rank(C23) =𝑁 −1 (F-7)

容易得到

C23 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0

0 1

. . . . . .

0 1 0

I(𝑁−1)/2 1

P(𝑁−1)/2

0 0

1 0
. . . . . .

0 1 0

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(F-8)
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不难验证

C13
𝑐̃︂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I(𝑁−1)/2

0 0

1 0
. . . . . .

0 1 0

1

0 0

1 0
. . . . . .

0 1 0

I(𝑁−1)/2 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑟̃︂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I(𝑁−1)/2

0 0

1 0
. . . . . .

0 1 0

1

0 I(𝑁−1)/2

−1

−2
...

−(𝑁 −1)/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(F-9)

由上不难发现式(F-7)成立。

结合式(F-1)，(F-4)以及 (F-7)，可以得到

rank(C12) = rank(C13) = rank(C23) =𝑁 −1 (F-10)

式(8-33)证毕。
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